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Megadjuk a nemrelativisztikus, más néven Galilei-relativisztikus disszipatív folyadékok alap-
mennyiségeit, mérlegeit, termodinamikai összefüggéseit és kiszámoljuk az entrópiaprodukciót a
vonatkoztatási rendszerto˝l függetlenül.
A szokásos alapmennyiségek, tömeg, impulzus, energia, ho˝áram, nyomás és diffúziós áram-
su˝ru˝ség, a harmadrendu˝ energia-lendület-tömegsu˝ru˝ség tenzor tér- és ido˝szeru˝ komponenseiként
adódnak. Levezetjük az alapmennyiségek és mérlegek transzformációs szabályait és bebizonyítjuk,
hogy a nemegyensúlyi termodinamikai keretelmélet, azaz a Gibbs-reláció, az extenzivitási feltétel
és az entrópiaprodukció is abszolút, azaz független a vonatkoztatási rendszerto˝l. Végül értelmez-
zük és felírjuk a szokásos relatív kontinuitási-Fourier-Navier-Stokes-féle egyenleteket.
Az elmélet egyik következménye, hogy a belso˝ energia, kinetikus energia és a teljes energia
közti kapcsolat a Galilei-kovariáns energia transzformációs szabálya.
1. BEVEZETÉS
A kis sebességu˝ fizikai folyamatokra vonatkozó tapasztalataink leírására kialakult
az abszolút, mozgástól függetlenül múló ido˝ fogalma. A tér azonban ekkor is rela-
tív, különbözik az egyes megfigyelo˝k számára. A nemrelativisztikus térido˝ Galilei-
relativisztikus. A nagy sebességu˝ mozgások és a fizika mezo˝elméletei alapján ismert
(speciális) relativisztikus térido˝ fogalmai segítségével a négydimenziós, abszolút ido˝t
és relatív teret tartalmazó, klasszikus térido˝nek is adhatunk pontos matematikai modellt
[1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8]. Mivel mindennapi tapasztalataink körében magabiztosabban moz-
gunk, ezért egy ilyen modell haszna prediktív fizikai elméletként elso˝ pillantásra nem
nagyon világos. Ne feledjük azonban, hogy a klasszikus térfogalom fejlo˝dése folyamán
a matematikai eszközöknek a valódi fizikai tartalomhoz történo˝ igazítása mennyire fon-
tos volt. Például a koordinátázás kiküszöbölése és az absztraktabb, valós számhármasok
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helyett vektorterekre alapozott modell és jelölésmód lényegesen megkönnyítette az el-
vi kérdések megfogalmazását és átlátását. Ma már a koordinátamentes jelölés és az erre
alapozott számítási módszerek általánosan elterjedtek a mérnöki gyakorlatban is.
Ebben a munkában az egykomponensu˝ folyadékok példáján amellett érvelünk, hogy
az ido˝t is érdemes bevonnunk egy hasonló leírásba, ilyen módon a koordinátázáshoz ha-
sonlóan kiküszöbölve a vonatkoztatási rendszert a folyadékok leírásából. Így a legmeg-
szokottabb összefüggéseink átláthatóbbak, világosabbak, szebbek és legfo˝képpen általá-
nosíthatóbbak, ezáltal végso˝ soron alkalmazhatóbbak lesznek.
A Galilei-relativisztikus térido˝ legfontosabb sajátossága, hogy az ido˝ abszolút, az-
az függetlenül telik a különféleképpen mozgó megfigyelo˝k számára. Az abszolút jelzo˝t
a továbbiakban pontosan ilyen értelemben, a vonatkoztatási rendszerto˝l való független-
ség jelzésére fogjuk használni, élesen megkülönböztetve a hasonló jelentésu˝, de többféle
értelemben használt objektív vagy kovariáns jelzo˝kto˝l.
Régóta ismeretes, hogy tér és az ido˝ nem vektortér, hanem valójában affin tér, hiszen
nincs kitüntetett középpontja [1, 3, 4]. A mi tárgyalásunkban ez most nem fontos, ezért
bármily egyszeru˝ is a megfelelo˝ általánosítás, ebben a munkában lényegében csak vek-
torterek fordulnak elo˝, a Galilei-relativisztikus térido˝ egy egyszeru˝sített modelljét hasz-
náljuk. Az A. Függelékben adjuk meg pontosabban, hogy milyen értelemben. Hasonló-
an nem foglalkozunk a mértékegységek megfelelo˝ matematikai reprezentációjával, bár-
mennyire is érdekes ez gyakorlati és elvi szempontból is [9, 10].
A középpontmentesség, illetve a mértékegységek elégtelen matematikai reprezentá-
ciója mellett megszokott térido˝ képünkben van egy másik probléma, amely elso˝ pillan-
tásra az elo˝bbiekto˝l is egyszeru˝bbnek és kevésbé fontosnak tu˝nhet : az abszolút ido˝ nem
részhalmaza a négydimenziós Galilei-relativisztikus térido˝nek. Ido˝nek és térnek nincs be-
zárt szöge, ezért azt R4-ként, vagy más módon euklidészi terek Descartes-szorzataként
reprezentálva máris megfigyelo˝to˝l függ a leírásunk. Az ido˝ megfelelo˝ reprezentációjának
nagyon lényeges következményei vannak. Egyik legfontosabb, hogy nemrelativisztikus
fizikai elméletekben térido˝ vektorok és kovektorok között nincs kitüntetett megfeleltetés.
Ebben a tekintetben a Galilei-relativisztikus térido˝ nem határesete a bonyolultabb mate-
matikájú speciális vagy általános relativitáselméletnek, az objektív fizikai mennyiségek
kezelése különbözik a relativisztikus számításokban megszokottól, a relativisztikus szá-
mításokban járatosak számára is odafigyelést igényel. Például másodrendu˝ tenzornak és
kotenzornak nincs nyoma (spurja). Ezért térido˝kovektornak nincs abszolút divergenciá-
ja és térido˝vektornak nincs abszolút rotációja. Ugyancsak ennek a következménye, hogy
vektorok és kovektorok nem ugyanúgy transzformálódnak, vagyis egyik megfigyelo˝ rela-
tív mennyiségeit átszámolva a másik megfigyelo˝ mennyiségeire más a szabály. A harma-
dik lényeges dolog, ahol a Galilei-relativisztikus térido˝ különbözik a speciális relativisz-
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tikustól, az, hogy nemcsak a térido˝mennyiségek abszolútak, hanem típustól függo˝en azok
bizonyos részei is. Vektor ido˝szeru˝ komponense, kovektor térszeru˝ komponense abszolút.
Számos olyan probléma jelentkezik a nemrelativisztikus fizikában, amely a térido˝
pontatlan modellje miatt lép fel.
1. Egyik legfontosabb és nagyon sokrétu˝en vitatott az úgy nevezett anyagi objektivi-
tás elve. Az elv fizikailag magától érteto˝do˝ állítást fogalmaz meg, azt mondja ki,
hogy az anyag független a megfigyelo˝to˝l és ezért az anyagot leíró fizikai mennyisé-
gek, vonatkozó mozgásegyenletek és anyagtörvények is azok kell legyenek. Nem-
relativisztikusan, az abszolút ido˝ miatt, általában csak a hármasvektorként repre-
zentálható mennyiségekre vonatkozó transzformációs invarianciaként adják meg az
elv matematikai megfogalmazásait. Könnyen látható, hogy kontinuumok esetén a
szokásos inerciarendszerekre alapozott Galilei-transzformációra invariáns formák
megkövetelésénél több kell, ezért az elv legelfogadottabb, Nolltól származó meg-
fogalmazása a forgásinvarianciát is megköveteli [11, 12, 13, 14, 15]. Mind a meg-
fogalmazás, mind maga az elv nagyon kiterjedt vitát gerjeszt máig is a kontinuum-
fizika alapjai iránt érdeklo˝do˝k körében. A legfontosabbnak tu˝no˝ munkák a teljesség
igénye nélkül : [16, 17, 18, 19, 20, 21, 22, 23, 24, 25, 26, 27, 28, 29, 30, 31, 32, 33,
34, 35, 36, 37, 38, 39, 40, 41].
A Galilei-relativisztikus térido˝-modell segítségével megmutatható, hogy egyrészt
a formális invariancia (forgó megfigyelo˝ szögsebességéto˝l való függetlenség) nem
megfelelo˝ követelmény, so˝t a vonatkoztatási rendszerto˝l való függetlenség megkö-
vetelheti, hogy a transzformációs szabályok tartalmazzák a relatív mozgás jellem-
zo˝it [42]. Ez a Galilei-transzformáció esetén elég nyilvánvaló, mint látni is fogjuk.
Másrészt pedig térido˝ szempontból a Noll-féle anyagi objektivitás definíció önel-
lentmondásos [43].
2. A kontinuummechanikai alapmennyiségekto˝l szintén elvárható a vonatkoztatási
rendszerto˝l függetlenség. Például a véges rugalmas deformáció végtelen sok Noll-
értelemben objektív mértéke helyett a térido˝modell egyértelmu˝en kitüntet egyetlen
természetes deformációfogalmat [44, 45, 46], amely más szempontokból is megkü-
lönböztetett [47, 48, 49, 50, 51].
3. Egy másik problémakör a folyadékok leírásának alapmennyiségére, a folyadék se-
bességére vonatkozik. Brenner szerint a kontinuitási egyenletben és a lendületmér-
legben elo˝forduló sebességek nem nyilvánvalóan ugyanazok [52, 53, 54, 55, 56, 57,
58, 59, 60, 61]. Ez a kérdés analóg a relativisztikus elméletekben felmerülo˝ áram-
lásválasztás kérdésével [62]. Végso˝ soron az a kérdés, hogy mi tulajdonképpen a
folyadék sebessége? Mi mozog a folyadékban, a tömege, lendülete vagy energiá-
ja? Van választásunk ennek kijelölésében? Mivel az összes egyenletünkben relatív
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sebességek fordulnak elo˝, ezért ennek a kérdésnek megválaszolásához a térido˝vi-
szonyok pontos átgondolása is szükséges.
4. Egy másik, természetesen felveto˝do˝ szempont a relativisztikus disszipatív folyadé-
kok elméletével való konzisztencia. Ennek kapcsán talán a legszembetu˝no˝bb elté-
rés, hogy relativisztikusan az energia-impulzus tenzor kovariáns és ennek termé-
szetes része az energia, transzformációs tulajdonságai pedig ebbo˝l következnek. Mi
lehet az ennek megfelelo˝ fizikai mennyiség Galilei-relativisztikusan? A kinetikus
energia a relatív sebességgel kifejezve nyilvánvalóan nem objektív mennyiség. De
tulajdonképpen hogyan transzformálódik az energia?
5. Természetesen a statisztikus leírásokkal, pontosabban a kinetikus gázelmélettel va-
ló konzisztencia is lényeges. Hiszen onnan kiindulva a térido˝-beágyazottság meg-
határozható, legalábbis bizonyos transzformációs szabályokra következtethetünk
[63, 64]. Másrészt pedig a kontinuum-alapmezo˝knek és az ezekre vonatkozó moz-
gásegyenleteknek a származtatási módja (Chapman–Enskog- vagy momentum-
sorfejtéssel) a termodinamikai mennyiségekre vonatkozóan is informatív, például
az energia a nyomással szoros kapcsolatban határozódik meg. Ugyanakkor érde-
kes módon magának a kinetikus elméletnek az objektivitása is kérdésessé vált az
elégtelen térido˝ modell használata miatt [64].
6. Kérdés még a kontinuumok esetén lokális egyensúlyként értelmezett termodinami-
kai háttér relatív vagy abszolút volta is. Relativisztikusan a mozgó testek termodina-
mikai leírásától, beleértve elso˝sorban a Gibbs-relációt, alapveto˝en elvárjuk a kova-
rianciát, és ez egy lényeges kérdés már speciális relativitáselmélet kezdetei óta (lásd
pl. [65]). Érdekes módon nemrelativisztikusan ez csak ritkán merül fel [66], pedig a
lokális egyensúly csak lokális homogenitást jelent. A termodinamikai mennyiségek
Galilei-invarianciája egyáltalán nem nyilvánvaló, gondoljunk csak az elo˝zo˝ pont-
ban emlegetett energiára. Ezért az egész Gibbs-reláció Galilei-invarianciája sem az.
Ugyanide tartozik a disszipáció, illetve a termelo˝do˝ ho˝ objektivitása is. Függhet ez
attól, hogy milyen vonatkoztatási rendszerbo˝l nézem?
A továbbiakban a legegyszeru˝bb, Galilei-relativisztikus folyadékok abszolút alapme-
zo˝it, a rájuk vonatkozó mérlegeket, termodinamikai összefüggéseket és végül az entrópia-
produkciót számoljuk ki. Ezzel párhuzamosan a relatív, szokásos tárgyalást is beillesztjük
a gondolatmenetbe, párhuzamosan megadva a megfelelo˝ transzformációs szabályokat és a
pontos feltételeket is, amelyekkel az abszolút egyenletekbo˝l a relatív kontinuitás-Navier–
Stokes–Fourier-egyenletrendszer megkapható.
Ebben az írásban egy sajátos indexes formalizmust használunk, amely remélheto˝leg
elégé áttekintheto˝ és rugalmas ahhoz, hogy a folyadékmechanika relatív térvektorainak
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egyszeru˝en megértsük a vonatkoztatási rendszerto˝l független értelmét, illetve az abszolút
térido˝ tenzorokkal számításokat végezzünk. Háromféle indexet vezetünk be. A Galilei-
relativisztikus térido˝ tenzorainak kontravariáns komponenseit felso˝ a, b, c, ..., a kovariáns
komponenseket alsó a, b, c, ... indexekkel jelöljük. Továbbra is az abc elejéro˝l választva,
de felülvonással a térszeru˝ négyesvektori és négyeskovektori indexeket jelöljük, a¯, b¯, c¯, ..-
vel. A megszokott relatív háromdimenziós vektorok és tenzorok indexeit megkülönböz-
tetetten i, j, k, l, .. jelöli. A térido˝modellt, az alkalmazott számítási módot és jelölésrend-
szert részletesen a Függelékek tartalmazzák. A tárgyalás kezdetto˝l fogva alapoz a Galilei-
relativisztikus térido˝modell alapjait ismerteto˝ (A) és a legfontosabb transzformációs sza-
bályokat levezeto˝ (B) Függelékek részletes ismeretére.
2. MÉRLEGEK ÉS TRANSZFORMÁCIÓS SZABÁLYAIK
A kontinuumfizika alapveto˝ mérlegei az egyes fizikai mennyiségek extenzivitását ki-
fejezo˝ térido˝-su˝ru˝ségvektorok négyesdivergenciái. Egy adott térido˝tartományban a fizikai
mennyiség megváltozása a térfogatban történo˝ lokális változásból és annak határán tör-
téno˝ kiáramlásból adódik össze. Ezt szokásosan megfelelo˝ széthasított mennyiségekkel
fejezzük ki. Tehát egy Aa vektormezo˝ esetén annak Aa = Aua +Aa¯ u-formáját használ-
va:
∂aA
a = (τa(du − ub∂b))(Aua +Aa¯) = duA+A∂a¯ua +∇a¯Aa¯ = 0, (1)
ahol a térido˝index, a¯ térszeru˝ index. A = τaAa és Aa¯ = pia¯bA
b az Aa vektor ido˝- és u-
térszeru˝ részei, illetve du = ua∂a és ∇a¯ = δ ba¯ ∂b a térido˝ deriválás ido˝- és térszeru˝ része,
azaz a relatív u-ido˝derivált és az abszolút térderivált (lásd A. Függelék). (1) az abszolút
mérleg mérleg u-relatív mennyiségekkel, az Aa térido˝ vektor és a ∂a deriválás u-ido˝szeru˝
és u-térszeru˝ részeivel kifejezett formája.
A relatív mérlegeket többféle módon is meg szokás adni, aszerint, hogy a mérleg
egyes részei milyen sebesség szerint vannak széthasítva ido˝- és térszeru˝ részekre. Ha a
deriválást, a négyes su˝ru˝séget és az ua sebességmezo˝t is ua szerint széthasított relatív
formában adjuk meg, akkor:
∂aA
a u≺ (du ∇i)(AAi
)
= duA+∇iAi = 0. (2)
Amennyiben ua-t a közeg lokális sebességének tekintjük, akkor ez a közeghez rögzített
anyagi (szilárd testek esetén anyagi sokaságon értelmezett) formája az abszolút mérleg-
nek. A mérleg szubsztanciális formáját akkor kapjuk, ha egy másik "labor" vonatkoztatási
rendszer u′a sebességével széthasított ido˝- és térszeru˝ mennyiségeket fejezzük ki az ua
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komponensekkel :
(
du′ ∇′i
)(A′
A′i
)
=
(
du − vi∇i ∇i
)( A
Ai +Avi
)
= duA+A∇ivi +∇iAi = 0, (3)
ahol vi = ua − u′a a külso˝, labormegfigyelo˝nek a közeghez képesti relatív sebességét je-
löli. A mérleg lokális formáját akkor kapjuk, ha a szubsztanciális mérlegben az u′a szerint
széthasított deriváltnak megtartjuk u′a szerinti komponenseit :
(
du′ ∇′i
)(A′
A′i
)
=
(
du′ ∇i
)( A
Ai +Avi
)
= du′A+∇i(Ai +Avi) = 0. (4)
A külso˝, labormegfigyelo˝ szerinti du′ ido˝derivált a szokásos parciális ido˝derivált, az ab-
szolút térderiválás pedig az A′i lokális áramsu˝ru˝ségre hat, amit az Ai szubsztanciális u-
áramsu˝ru˝séggel fejeztünk ki.
Tehát a mérlegek három alapveto˝ alakja, azaz az anyagi, a szubsztanciális és a lokális
forma a közeg ua és a megfigyelo˝ u′a sebességmezo˝je szerinti széthasított négyesderivált
és széthasított négyesvektormezo˝ kombinációitól függ. Mindegyik alak a vektormezo˝ ab-
szolút, vonatkoztatási rendszerto˝l független négyesdivergenciája két tetszo˝leges négyes-
sebességmezo˝ segítségével kifejezve. A Galilei-transzformációs szabályok segítségével
közvetlenül is belátható a mérlegek vonatkoztatási rendszerto˝l független volta [40].
Az alapveto˝ fizikai mennyiségek azonban nemcsak négyesvektorok, hanem magasabb
vagy alacsonyabb rendu˝ tenzorok is lehetnek. A speciális relativitáselmélet alapján pél-
dául egy energia- vagy tömegimpulzus tenzor bevezetése látszik kézenfekvo˝nek. Kérdés,
hogy Galilei-relativisztikusan mi lehet az egykomponensu˝ folyadékokat jellemzo˝ fizikai
mennyiség?
2.1. HÁNYAD RENDU˝ TENZOR VAGY KOTENZOR ?
A Galilei-relativisztikus térido˝ szigorúbb feltételeket jelent, mint a speciális relati-
visztikus, mert a térido˝vektorok és kovektorok között csak a lineáris szerkezet jelent
összeköttetést. Térido˝-kovektormezo˝nek, -kotenzormezo˝nek nem képezheto˝ divergenci-
ája és így mérlege sem lehet alapveto˝, illetve vegyes tenzoroknak nem tudjuk sem a szim-
metrikus, sem az antiszimmetrikus részét képezni.
Másrészt az ismert fizikai mennyiségeknek ismert transzformációs tulajdonságai van-
nak. A vonatkoztatási rendszerto˝l független, térido˝re alapozott tárgyalás esetén a tér- és
ido˝szeru˝ komponensek transzformációs szabályai következnek a térido˝n definiált mennyi-
ségek tulajdonságaiból. Ezt az elméleti keretet kell összehangolni a tapasztalattal. Példá-
ul az energiasu˝ru˝ség transzformációs szabálya elvileg ismert. Legalábbis tudjuk, hogy a
hármasvektorok a helyzethez hasonlóan Galilei-traszformálódnak. Azonban van néhány
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más, kézenfekvo˝en transzformációs szabálynak tekintheto˝ megszokott összefüggésünk is.
Például, a teljes energia a belso˝ és a kinetikus energia összege, ami azt jelentik, hogy az
anyaghoz rögzített vonatkoztatási rendszerbo˝l nézve az energia maga az belso˝ energia,
ahhoz képest adott sebességgel mozogva pedig kiegészíto˝dik a kinetikus energiával. Ezek
szerint, az energiasu˝ru˝ség transzformációs szabálya a tapasztalat szerint :
eT = eb +
ρ
2
v2.
A fo˝ kérdés, hogy ez alapján miféle fizikai mennyiségro˝l lehet szó? A B. Függelékben
megadtuk, hogy egy transzformációs szabály két különbözo˝ megfigyelo˝, azaz vektorme-
zo˝, által ido˝- és térszeru˝ részekre bontott négyestenzorok komponenseinek viszonyát adja
meg a relatív sebességek segítségével. Kiszámoltuk továbbá a térido˝ vektorok, kovekto-
rok és a másodrendu˝ tenzorok transzformációs tulajdonságait. Ez alapján látjuk, hogy egy
legalább másodrendu˝ tenzor valamelyik komponenséro˝l lehet szó. Másodrendu˝ kotenzor
ido˝-ido˝szeru˝ komponense, másodrendu˝ tenzornak pedig a tér-térszeru˝ komponense, ame-
lyik sebességgel négyzetesen transzformálódik.
Mivel másodrendu˝ kotenzornak Galilei-relativisztikusan nem képezhetjük a divergen-
ciáját, ezért az energia lehet például egy harmadrendu˝ kontra-kokovariáns tenzor ido˝-
ido˝szeru˝ komponense. A fenti transzformációs szabály egyértelmu˝en ilyen tenzort ered-
ményez, feltételezve, hogy az energia skalár mennyiség, továbbá, hogy másodrendu˝ ko-
tenzornak nem létezik a négyes divergenciája, és így nem írható fel a abszolút mérlege.
Egy másik leheto˝ség, hogy figyelembe vesszük a kinetikus elmélettel való kompa-
tibilitás követelményét is. Ekkor észrevesszük, hogy energia egy másodrendu˝ tenzornak
a nyoma, pontosabban az egyrészecske-valószínu˝ségsu˝ru˝ség függvény sebességgel képe-
zett második momentumának nyomaként adódik [64, 67]. A kinetikus elméletben ezzel
összefüggésben, az ideális gáz nyomásra vonatkozó állapotegyenletével összekötve kap-
juk az energiát. Térido˝-szempontból azonban másodrendu˝ tenzor nem elegendo˝, hiszen
az energiamérleghez az energia árama, azaz a következo˝ momentum, mint harmadren-
du˝ hármastenzor is kell. Ezt kiválóan mutatja a másodrendu˝ tenzoron alapuló Galilei-
relativisztikus abszolút elmélet, ahol az energiamérleg függetlenül léphet csak fel [68].
A kinetikus elmélet harmadik momentumára tekintettel pedig megsejthetjük, hogy a fe-
nomenologikus elméletben harmadrendu˝ kontravariáns tenzor az alapmennyiség. Ennek
divergenciája egyszerre kell megadja a Galilei-relativisztikus kontinuumelmélet alapmér-
legeit a tömegre, a lendületre és az energiára vonatkozóan. A következo˝ fejezetekben
megmutatjuk, hogy ennek az alapmennyiségnek a segítségével valóban következetes el-
méletet építhetünk fel.
Meglepo˝ módon elég hasonló eredményt kapunk akkor is, ha feltesszük, hogy egy
harmadrendu˝ kontra-kokovariáns tenzor az alapmennyiség. Mindkét esetben ugyanazok
a transzformációs szabályok és ugyanaz az entrópiaprodukció. (A transzformációs sza-
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bályokat illeto˝en lásd a C. Függeléket.) A kinetikus elmélettel való teljes kompatibilitás
azonban egyértelmu˝en a harmadrendu˝ kontravariáns tenzor választását tünteti ki, ezért
a továbbiakban ezt tekintjük a Galilei-relativisztikus kontinuumok objektív fizikai alap-
mennyiségének.
3. A TÖMEG-LENDÜLET-ENERGIA TENZOR ÉS TRANSZFORMÁCIÓS
SZABÁLYAI
Ezek után tekintsünk egy Zabc : M →M⊗M ∨M tenzormezo˝t, az egykomponen-
su˝ egyszeru˝ anyag tömeg-lendület-energia tenzorának nevezünk. Feltételezzük, hogy a
tenzormezo˝ második és harmadik rendjében szimmetrikus, ezt jelzi a ∨ szimbólum az ér-
tékkészlet jelölésében. A továbbiakban ezt a szimmetriát nem jelöljük külön, csak utalunk
rá a fontos esetekben. Ez a tenzor egy tetszo˝legesen adott ua ∈ V (1) négyessebességgel
képzett komponenseivel a következo˝ általános u-formába írható:
Zabc = zbcua + za¯bc
=
(
ρubuc + pb¯uc + ubpc¯ + eb¯c¯
)
ua +
(
ja¯ubuc + P a¯b¯uc + P a¯c¯ub + qa¯b¯c¯
)
, (5)
ahol
zbc = τaZ
abc,
za¯bc = pia¯dZ
dbc. (6)
Ez a két komponens a su˝ru˝ségek és az áramok tenzorai, azaz a zbc tömeg-lendület-
energiasu˝ru˝ség tenzor, illetve za¯bc a diffúzió-nyomás-energiaáramsu˝ru˝ség tenzor. τa az
ido˝kiértékelés, pia¯b pedig a négyesvektorok u-térszeru˝ részét képezo˝ u-projekció. A továb-
bi jelölések pedig:
– ρ = τbτczbc = τaτbτcZabc a tömeg-lendület-energia tenzor ido˝-ido˝-ido˝szeru˝ része, a
su˝ru˝ség.
– pb¯ = pib¯dτcz
dc = τapi
b¯
dτcZ
adc a tömeg-lendület-energia tenzor ido˝-ido˝-térszeru˝ része,
a lendületsu˝ru˝ség. A tenzor szimmetriája miatt ez megegyezik a pc¯ = τbpic¯dz
bd ido˝-
tér-ido˝szeru˝ résszel.
– eb¯c¯ = pib¯dpi
c¯
ez
de = τapi
b¯
dpi
c¯
eZ
ade az energiasu˝ru˝ség-tenzor, a Zabc tenzor ido˝-tér-
térszeru˝ része.
– ja¯ = pia¯dτbτcZ
dbc a diffúziós áramsu˝ru˝ség, a Zabc tenzor tér-ido˝-ido˝szeru˝ része.
– P a¯b¯ = pia¯dpi
b¯
eτcZ
dec a nyomás, a Zabc tenzor tér-ido˝-térszeru˝ része. A tenzor szim-
metriája miatt ez egyenlo˝ P a¯c¯ = pia¯dτbpi
c¯
eZ
dbe -vel.
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– qa¯b¯c¯ = pia¯dpi
b¯
epi
c¯
fZ
def az energiaáramsu˝ru˝ség-tenzor, a Zabc tenzor tér-tér-térszeru˝
része.
Ezenkívül, a megfelelo˝ tenzorok rendjét ketto˝vel redukálva bevezetjük az energiasu˝-
ru˝séget és a ho˝áramsu˝ru˝séget, a kinetikus elmélet definícióinak megfelelo˝en:
– e = 1
2
ea¯a¯ az energiasu˝ru˝ség,
– qa¯ = 1
2
qa¯b¯
b¯
a ho˝áramsu˝ru˝ség.
3.1. AZ IDO˝- ÉS TÉRSZERU˝ RÉSZEK TRANSZFORMÁCIÓS SZABÁLYAI
Az u′a sebességgel képzett ido˝- és térszeru˝ komponenseket az ua sebességgel képzett
komponensekkel kifejezve nevezzük az adott objektív fizikai mennyiség transzformációs
szabályának. A B. Függelékben megadtuk az elso˝ és másodrendu˝ tenzorok transzformá-
ciós szabályait, amelyet úgy kapunk, hogy a tenzorok u-formáját az u′ sebesség szerint
hasítjuk szét. A tömeg-lendület-energia tenzor esetén is ugyanígy járunk el.
Az u′-energiát azZabc tenzor u-komponenseivel és a va¯ = ua−u′a relatív sebességgel
fejezzük ki. Ha az elo˝bbiekhez hasonlóan ua-t a folyadék, u′a pedig a megfigyelo˝ sebessé-
gének tekintjük, akkor va¯ a folyadék sebessége a megfigyelo˝höz képest. Ekkor az alábbi
transzformációs szabályok a megfigyelo˝ széthasított mennyiségeit adják meg a folyadék
megfelelo˝ széthasított fizikai mennyiségeivel kifejezve.
A ρ su˝ru˝ség Galilei-invariáns:
ρ′ = τaτbτcZabc = ρ. (7)
A lendületsu˝ru˝ség úgy transzformálódik, mintha su˝ru˝séggel négyesvektort alkotná-
nak:
p′¯b = pi
′b¯
dτcz
dc = pi′b¯dτc(ρu
duc + pd¯uc + udpc¯ + ed¯c¯) = (δb¯d¯ − u′bτd)(ρud + pd¯)
= pb¯ + ρvb¯. (8)
Az (ön)diffúziós áramsu˝ru˝ség a lendületsu˝ru˝séghez hasonlóan a su˝ru˝séggel vett né-
gyesvektor térszeru˝ komponenseként transzformálódik:
j′a¯ = ja¯ + ρva¯. (9)
Az energiasu˝ru˝ség viszont nem Galilei-skalár :
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e′ =
δb¯c¯
2
pi′b¯dpi
′c¯
ez
de =
δb¯c¯
2
(δb¯d¯ − u′bτd)(δc¯e¯ − u′cτe)
(
ρudue + pd¯ue + udpe¯ + ed¯e¯
)
=
δb¯c¯
2
(
ρvb¯vc¯ + pb¯vc¯ + vb¯pc¯ + eb¯c¯
)
= e+ pa¯v
a¯ +
ρ
2
va¯v
a¯. (10)
A nyomástenzor transzformációja:
P ′a¯b¯ = pi′a¯dpi
′b¯
eτcZ
dec = (δa¯d¯ − u′aτd)(δb¯e¯ − u′bτe)
(
ρudue + pd¯ue + udj e¯ + P d¯e¯
)
= P a¯b¯ + pb¯va¯ + ja¯vb¯ + ρva¯vb¯. (11)
Végül a legbonyolultabb a ho˝áramsu˝ru˝ség transzformációs szabálya:
q′a¯ =
δb¯c¯
2
q′a¯b¯c¯ =
δb¯c¯
2
pi′a¯dpi
′b¯
epi
′c¯
fZ
def
=
δb¯c¯
2
(δa¯d¯ − u′aτd)(δb¯e¯ − u′bτe)(δc¯f¯ − u′cτf )
((
ρueuf + pe¯uf + uepf¯ + ee¯f¯
)
ud+(
j d¯ueuf + P d¯e¯uf + P d¯f¯ue + qd¯e¯f¯
))
= qa¯ + (e+ pb¯v
b¯ +
ρ
2
vb¯v
b¯)va¯ + P a¯b¯vb¯ + j
a¯v
b¯vb¯
2
. (12)
A hagyományos 3-as indexes jelölésekkel összefoglalva a transzformációs szabályo-
kat :
ρ′ = ρ, (13)
p′i = pi + ρvi, (14)
j′i = ji + ρvi, (15)
e′ = e+ pivi +
ρ
2
v2, (16)
P ′ij = P ij + ρvivj + pjvi + jivj, (17)
q′i = qi + vi
(
e+ pjv
j +
ρ
2
v2
)
+ P ijvj + j
iv
2
2
, (18)
Az abszolút tárgyalásban két újszeru˝ fizikai mennyiség bukkant fel. A tömegnek általában
van nem konvektív áramsu˝ru˝sége, ez volt ji, illetve van lendületsu˝ru˝ség mindenféle rela-
tív sebességto˝l függetlenül, amelyet pi-vel jelöltünk. Szerepük részletesebb elemzéséhez
fel kell írnunk a folyadék abszolút és széthasított mérlegeit.
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4. AZ EGYKOMPONENSU˝ FOLYADÉKOK ALAPMÉRLEGE ÉS
KOMPONENSEI
A tömeg-lendület-energia tenzor divergenciájából vezethetjük le a hagyományosan
három külön egyenletként jelentkezo˝ alapmérlegek rendszerét. Az abszolút forma:
∂aZ
abc = ∂a
(
zbcua + za¯bc
)
= z˙bc + zbc∂au
a + ∂az
a¯bc
= (ρ˙uc + ρu˙c + p˙c¯)ub + (ρu˙b + p˙b¯)uc + pb¯u˙c + pc¯u˙b + e˙b¯c¯+(
ρubuc + pb¯uc + ubpc¯ + eb¯c¯
)
∂au
a + ubuc∂aj
a¯ + ja¯uc∂au
b + ja¯ub∂au
c+
P a¯b¯∂au
c + uc∂aP
a¯b¯ + P a¯c¯∂au
b + ub∂aP
a¯c¯ + ∂aq
a¯b¯c¯ = 0bc. (19)
Itt bevezettük a pontot az u-ido˝derivált jelölésére, ua∂a = du =˙. (19) ido˝szeru˝ része
a tömeg-lendület mérleg:
τc∂aZ
abc = ρ˙ub + ρu˙b + p˙b¯ + (ρub + pb¯)∂au
a + ua∂aj
a¯ + ja¯∂au
b + ∂aP
a¯b¯ = 0b. (20)
A tömeg-lendület mérleg ido˝szeru˝ része pedig a tömegmérleg:
τbτc∂aZ
abc = ρ˙+ ρ∂au
a + ∂aj
a¯ = 0, (21)
illetve térszeru˝ része a lendületmérleg:
pib¯dτc∂aZ
adc = ρu˙b + p˙b¯ + pb¯∂au
a + ja¯∂au
b + ∂aP
a¯b¯ = 0b¯. (22)
Az energia mérlege a tömeg-lendület-energia mérleg tér-térszeru˝ része, illetve annak
nyoma:
δb¯c¯
2
pib¯dpi
c¯
e∂aZ
ade =
δb¯c¯
2
(
e˙b¯c¯ + eb¯c¯∂au
a + pb¯u˙c + pc¯u˙b + P a¯b¯∂au
c + P a¯c¯∂au
b
+∂aq
a¯b¯c¯
)
= e˙+ e∂au
a + pb¯u˙b + P
a¯
b¯∂au
b + ∂aq
a¯ = 0. (23)
Egyszeru˝ további számítással, az abszolút (19) mérleg u′a szerinti széthasításával kap-
juk a szubsztanciális, relatív mérlegeket. Az u′a megfigyelo˝ a hozzá képest va¯ = ua −
− u′a sebességgel mozgó folyadékra vonatkozó saját lokális mérlegegyenleteit a folyadék
mennyiségekkel kifejezve:
ρ˙+ ρ∂iv
i + ∂ij
i = 0 (24)
p˙i + pi∂jv
j + ρv˙i + ju∂jv
i + ∂jP
ji = 0i, (25)
e˙+ e∂iv
i + ∂iq
i + piv˙
i + P ij∂ivj = 0. (26)
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Ezek a tömeg, az lendület és az energia mérlegei. Az energia mérlege látszólag belso˝
energia mérlegére vonatkozik, összhangban azzal, hogy a megfigyelo˝ számára e′ a teljes
energia és e a belso˝. A szokásosan felírt mérlegekto˝l az újonnan fellépo˝ ji (ön)diffúziós
áramot és a pi sajátlendületet tartalmazó tagokban különbözik. Ez a két fizikai mennyiség
a P ij nyomástenzorra és a qi ho˝áramsu˝ru˝ségre vonatkozó további feltételek megadását
teszi szükségessé az egyenletek lezárásához. A mérlegek lezárásához a termodinamikai
feltételeket kell megvizsgálnunk.
5. A MOZGÁS TERMOSZTATIKÁJA, AVAGY TERMOSZTATODINAMIKA
A szakasz címe önellentmondónak látszik, ugyanakkor jól megmutatja a mozgást is
tartalmazó ’termosztatika’ paradigmatikus dilemmáját. A termodinamika irodalmában a
sebesség nem lehet állapothatározó. Galilei-relativisztikusan ez a kérdés megvizsgálható.
5.1. ABSZOLÚT RELÁCIÓK
A klasszikus „egyensúlyi” termodinamika, azaz a termosztatika valójában nemegyen-
súlyi és ido˝függo˝. 1 Más részro˝l érdemes figyelembe venni a relativisztikus kinetikus el-
méletben levezetett/beépített termodinamikai hátteret, esetleg egybo˝l a szokásos kereteket
meghaladó módon [71, 72].
Termodinamikai alapfeltevésünk teljesen megszokott, csak térido˝szempontból kifejt-
ve. Adott az entrópia-négyesvektormezo˝, amely adott megfigyelo˝re nézve su˝ru˝ség és áram
is: Sa = sua + sa¯. Ennek su˝ru˝sége az extenzívek su˝ru˝ségeito˝l függ azaz egy szimmetrikus
másodrendu˝ térido˝tenzor függvénye: s = s(zbc). Ez az összefüggés megfigyelo˝függet-
len, mert mind az entrópiasu˝ru˝ség, mind a tömeg-lendület-energiasu˝ru˝ség tenzor abszolút.
Ennek a függvénynek a deriváltja a termodinamikai intenzív mennyiségek szimmetrikus
másodrendu˝ kotenzora, amit a továbbiakban kémiaipotenciál-termosebesség-ho˝mérséklet
kotenzornak nevezünk és βbc-vel jelölünk. Tehát dsdzbc = βbc. Ezt a deriválást termodinami-
kai szokás szerint Gibbs-relációnak hívjuk és jelöljük:
ds = βbcdz
bc. (27)
Részletes felírásához elnevezzük az intenzív mennyiségek abszolút kotenzorának
komponenseit. E kotenzor egy tetszo˝leges ua sebességmezo˝ segítségével a következo˝-
képpen hasítható tér- és ido˝szeru˝ komponensekre (lásd (75) az A. Függelékben):
βbc = βbτc + βbe¯pi
e¯
c = (βτb + βd¯pi
d¯
b )τc + (βe¯τb + βd¯e¯pi
d¯
b )pi
e¯
c . (28)
1 Akit az ezzel kapcsolatos a szokásos félreértések és összemosások zavarnak, mindenképpen olvassa
el Matolcsi Tamás nagyszeru˝ könyvét angolul, vagy könnyedebb verzióját magyarul [69, 70].
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Itt az egyes fizikai mennyiségek a következo˝ek:
– Az energia tenzorhoz konjugált intenzív a βbc kotenzor tér-térszeru˝ része, ennek
nyomából képezzük a β reciprok ho˝mérsékletet :
β =
1
T
=
1
6
δb¯c¯δ ec¯ δ
d
b¯ βde =
2
3
β b¯b¯ . (29)
Mivel most az energia tenzoriális formáját nem vizsgáljuk, ezért speciálisan felté-
telezzük, hogy a reciprok ho˝mérséklet kotenzor az egységtenzorral arányos:
βb¯c¯ =
β
2
δb¯c¯. (30)
– A µ kémiai potenciál a kémiaipotenciál-termosebesség-ho˝mérséklet kotenzor ido˝-
ido˝szeru˝ részébo˝l képezheto˝ :
µ = −Tubucβbc. (31)
– A sajátlendülethez tartozó wb intenzív mennyiséget termosebességnek fogjuk ne-
vezni, és a következo˝képpen adjuk meg:
wb¯ = −2Tucδ db¯ βdc. (32)
Ezek után a Gibbs-reláció u-széthasított formája ezek után a következo˝képpen szá-
molható:
ds = βbcdz
bc =
−β
(
µτbτc +
1
2
(wd¯pi
d¯
b τc +we¯pi
e¯
c τb)− Tβd¯e¯pi d¯b pi e¯c
)
×(
ubucdρ+ ρucdub + ρubduc + ucdpb¯ + pb¯duc + ubdpc¯ + pc¯dub + deb¯c¯
)
= −β
(
µdρ+ ρwb¯du
b + ρwb¯dp
b¯ − pb¯dub − de
)
. (33)
Tehát az abszolút Gibbs-reláció u-széthasított mennyiségekkel felírva végül az alábbi
formát ölti :
de = Tds+ µdρ+wa¯dp
a¯ + (ρwa − pa)dua. (34)
Ezenkívül képezhetjük a négyes entrópia Legendre-transzformáltját, bevezetve az S˜a
konjugált entrópiát :
Sa − βbcZabc = S˜a. (35)
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Ez semmiféle feltételt nem jelent mindaddig, amíg a jobboldali négyesvektor általános.
Bontsuk fel S˜a-t célszeru˝en egy tetszo˝legesen adott ua négyessebességgel párhuzamos és
térszeru˝ komponensekre a többi mennyiséghez hasonlóan:
S˜a = βp(ua + ra¯), (36)
ahol ra¯ua = 0. Ekkor a (35) vektoregyenlet abszolút ido˝szeru˝ részét, az extenzivitási relá-
ciót, a kifejezés τa-val történo˝ szorzásával kapjuk:
s− βµρ− βwb¯pb¯ − βe = βp, (37)
illetve az u-térszeru˝ rész, az entrópiaáram kifejezése, az u-ra mero˝leges pia¯b-vel projekci-
óval adódik:
sa¯ − βµj a¯ − βpa¯b¯wb¯ + βqa¯ = βpra¯. (38)
5.2. TERMODINAMIKAI ÖSSZEFÜGGÉSEK TRANSZFORMÁCIÓS SZABÁLYAI
Az entrópia deriváltjaként bevezetett intenzív mennyiségek kotenzor komponensei,
ezért a B. Függelék (97) egyenlete alapján egy u′a sebesség szerinti ido˝- és térszeru˝ kom-
ponenseket egy másik, ua sebesség által széthasított komponensekkel és a va¯ = ua − u′a
relatív sebességgel kifejezve kapjuk a transzformációs szabályokat :
β′ = β, (39)
w′i = wi + vi, (40)
µ′ = µ−wivi − v
2
2
. (41)
A négyesvektorokra vonatkozó (78) transzformációs szabályok és S˜a (36) felbontása
alapján adódik, hogy
p′ = p és r′i = ri + vi. (42)
Ezeknek és a ρ, pa¯, e extenzívekre vonatkozó (13), (14) és (16) transzformációs szabá-
lyok alapján elleno˝rizhetjük, hogy a (37) abszolút extenzivitási reláció Galilei-invariáns:
e′ + p− Ts− µ′ρ−w′ip′i = e+ p− Ts− µρ−wipi = 0. (43)
Az entrópiaáram-su˝ru˝ség transzformációs szabálya szerint pedig térvektor, ahogy el-
várható:
s′i = β(q′i − µ′j′i − P ′ijw′j + pr′i) = β(qi − µji − P ijwj + pri) + svi = si + svi, (44)
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ahol felhasználtuk β, qi, µ, ji, P ij , wi, p és ri elo˝zo˝ekben levezetett transzformációs
szabályait.
Fontos még a relatív formában megadott Gibbs-reláció,
de = Tds+ µdρ+widp
i (45)
transzformációs értése is. Ez alapján, ha valamely megfigyelo˝ a fenti Gibbs-relációt álla-
pítja meg, akkor a hozzá képest vi sebességgel mozgó folyadék fizikai mennyiségeivel ez
az összefüggés úgy fejezheto˝ ki, hogy
de′ − Tds− µ′dρ−w′idp′i = de− Tds− µdρ−widpi − (ρwi − pi)dvi. (46)
Tehát a Gibbs-reláció abszolút, de nem Galilei-invariáns, különbözo˝ megfigyelo˝k általá-
ban a relatív sebesség változásától függo˝en az energia megváltozását mérhetik. Kivéve,
ha az utolsó tag nulla, azaz
wi =
pi
ρ
. (47)
Ez az összefüggés egy állapotegyenlet, impulzusfeltételnek nevezzük a továbbiakban. Az
intenzív termosebesség speciális függését adja a sajátimpulzustól és a su˝ru˝ségto˝l. Ha tel-
jesül, akkor a Gibbs-reláció Galilei-invariáns.
5.3. ABSZOLÚT ENTRÓPIA, RELATÍV ÁLLAPOTEGYENLETEK
Az entrópiasu˝ru˝ség potenciálja az intenzívek tenzorának, azok deriváltként történo˝
definíciója szerint, (27) alapján. Az abszolút (27) összefüggés szerint az entrópiasu˝ru˝ség
egyváltozós függvény, változója a tömeg-lendület-energiasu˝ru˝ség tenzor. Az entrópiasu˝-
ru˝ség abszolút, a változója is, de ezt a változót széthasított formájával is kifejezhetjük.
Azaz ha azt nézzük, hogy egy adott u′a megfigyelo˝ entrópiasu˝ru˝ség-függvénye hogyan
függ a megfigyelt folyadék saját su˝ru˝ségéto˝l, saját lendületsu˝ru˝ségéto˝l és saját energiasu˝-
ru˝ségéto˝l, akkor a megfigyelo˝ és a folyadék relatív sebességéto˝l is függeni fog.
(46) jobb oldali Gibbs-relációja a megfigyelo˝ u′-mennyiségeinek a folyadék u-
mennyiségeivel kifejezett termodinamikai viszonya. A Gibbs-reláció ebben a formá-
ban hasonlít a megfigyelo˝ket kevero˝ szubsztanciális mérlegekre. Az u′-széthasítást u-
mennyiségekkel reprezentáljuk, ennek megfelelo˝en a Gibbs-reláció – szubsztanciális for-
mája – mozgó kontinuumokra a következo˝ :
de = Tds+ µdρ+widp
i + (ρwi − pi)dvi. (48)
Ezt a kifejezést lehet a szubsztanciális mérlegekkel együtt az entrópiaprodukció kiszá-
mítására használni, ez a Gibbs-reláció hagyományos relatív értelmezése. (48) analóg
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a relativisztikus esetben a kinetikus kompatibilitás figyelembe vételével kapott alakkal
[71, 72, 73], azzal a különbséggel, hogy itt az utolsó tagban a su˝ru˝ség szerepel, relativisz-
tikusan pedig az entalpia.
A (48) Gibbs-relációban a sebesség nem független változó. Vizsgáljuk az impulzusra
és a relatív sebességre vonatkozó intenzív mennyiségek között fennálló Maxwell-relációt,
azaz a vegyes parciális deriváltak egyenlo˝ségére vonatkozó feltételt. Ezt célszeru˝ izoterm
folyamatokra vizsgálni :
∂2e
∂vj∂pi
=
∂wi
∂vj
=
∂(ρwj − pj)
∂pi
=
∂2e
∂pi∂vj
. (49)
Mivel wj(ρ, pi, e, vi) állapotfüggvényen kívül a többi mennyiség változó, ezért (49) te-
kintheto˝ a termosebesség meghatározására vonatkozó parciális differenciálegyenletnek:
∂wi
∂vj
= ρ
∂wj
∂pi
− pj. (50)
Ennek általános megoldása
wi(ρ, pi, e, vi) =
pi
ρ
+Aij
(
vj +
pj
ρ
)
+ wˆi, (51)
ahol Aij és wˆi tetszo˝leges ρ, e függvények. A továbbiakban nem vizsgáljuk ezeknek a
függvényeknek a fizikai jelentését, és azt tételezzük fel, hogy nullák. Vegyük észre, hogy
ekkor, más gondolatmenettel, de ismét a (47) állapotegyenletet kaptuk.
Ez a szokott lendület-tömeg-sebesség viszony termodinamikai általánosítása, nem kö-
to˝dik a mechanikai levezetésekben feltételezett speciális alakú Lagrange-függvény léte-
zéséhez, amelynek formája a Newton-egyenlet következménye, és Noether-tétel sem kell
hozzá.
6. ABSZOLÚT ENTRÓPIAMÉRLEG
Az abszolút termodinamikai feltételekbo˝l következo˝ (34) Gibbs-reláció és (38) entró-
piaáram megadják, hogy adott entrópiasu˝ru˝ség és u-entrópiaáram hogyan függ a megfe-
lelo˝ termodinamikai intenzív állapotjelzo˝kto˝l. Így ki tudjuk fejezni az abszolút entrópia-
produkciót az u-hasított mennyiségekkel :
∂aS
a = s˙+ s∂au
a + ∂as
a¯ =
βe˙− βµρ˙− βwa¯p˙a¯ + β(pa¯ − ρwa¯)u˙a + s∂aua+
∂a
(
βqa¯ − βµj a¯ − βP a¯b¯wb¯ + βpra¯
)
. (52)
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Behelyettesítve a (21), (22) és (23) tömeg, lendület és energiamérlegeket, felhasznál-
va a (37) extenzivitási relációt, illetve annak és a (34) Gibbs-reláció következményeként
adódó alábbi Gibbs-Duhem relációt,
βdp = −hdβ + ρd(βµ) + pa¯d(βwa¯)− β(ρwa¯ − pa¯)dua, (53)
azt kapjuk, hogy
∂aS
a = (s− βe+ βµρ+ βwa¯pa¯)∂aua + qa¯∂aβ − ja¯∂a(βµ)−
βP a¯b¯∂a(u
b +wb¯) + βwa¯j
b¯∂bu
a − P a¯b¯wb¯∂a¯β + βp∂ara¯ + ra¯∂a(βp) =
(ρra¯ − ja¯) (∂a(βµ)− βwb¯∂aub )+(
qa¯ − hra¯ − (P a¯b¯ − ra¯pb¯)wb¯ + pra
)
∂aβ−
β
(
P a¯b¯ − ra¯pb¯ − pδa¯b¯
)
∂a(u
b +wb¯) + βp∂a(r
a¯ −wa¯) =
(ρra¯ − ja¯)∂a
(
β
(
µ+
w2
2
))
+(
qa¯ − era¯ − (P a¯b¯ − ra¯pb¯)wb¯ − (ρra¯ − ja¯)
w2
2
)
∂aβ−
β
(
P a¯b¯ − ja¯wb¯ − ra¯(pb¯ − ρwb¯)− pδa¯b¯
)
∂(ub +wb¯) + βp∂a(r
a¯ −wa¯) ≥ 0.
(54)
A fenti egyenlo˝tlenség a Galilei-relativisztikus folyadékok abszolút entrópiaprodukciója.
Az elvárt módon kvadratikus kifejezés elso˝ tagja az anyagáramlásra vonatkozik, a ja¯ dif-
fúziós áramsu˝ru˝ség a konstitutív mennyiség benne. A szorzat másik felében pedig a meg-
felelo˝ termodinamikai ero˝t, a kémiai potenciál gradiensét figyelhetjük meg. A második
tag a termikus eredetu˝ entrópiaprodukció, ahol a qa¯ ho˝áramsu˝ru˝ség a konstitutív mennyi-
ség és a reciprok ho˝mérséklet gradiense, ∂aβ a termodinamikai ero˝. Végül a harmadik
tag a mechanikai eredetu˝ disszipációval azonosítható, benne a P a¯b¯ nyomástenzorral, mint
konstitutív mennyiséggel és a sebesség gradiensével mint termodinamikai ero˝vel. Ponto-
sabban a viszkozitás szempontjából releváns sebesség a tetszo˝legesen választott ua és a
wa¯ termikus sebesség összege. Figyeljük meg, hogy ua, a folyadék sebességmezo˝je exp-
liciten csak itt, a mechanikai disszipációt leíró részben, a sebességgradiensben szerepel.
A negyedik tag új, benne az ra¯ nyomássebesség tekintheto˝ konstitutív mennyiségnek. Ez
a tag nulla, ha a nyomássebesség azonos a termikus sebességgel.
Az abszolút entrópiaprodukció egyenlo˝tlensége tehát megoldható, a kvadratikus for-
ma minden tagjában vannak konstitutív mennyiségek. Emiatt bevezetheto˝ek termodinami-
kai ero˝k és áramok, és közöttük a szokott lineáris kapcsolat feltételezve kapjuk az egyen-
lo˝tlenség megoldását, az együtthatók elo˝jelei megfelelo˝en választva. A konstitutív elmélet
analóg a hagyományossal, és le is zárja az alapmérlegek differenciálegyenlet-rendszerét,
mert az ott szereplo˝ szokásos alapváltozók, a ρ su˝ru˝ség, ua sebesség és T ho˝mérséklet
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mellett a konstitutív mennyiségeket az entrópia egyenlo˝tlenségnek megfelelo˝en rögzít-
hetjük. A wa¯ termikus sebesség pedig az entrópia parciális deriváltja, termodinamikai
értelemben intenzív mennyiség, állapotegyenlet rögzíti, amit ráadásul jól meg is tudtunk
határozni (47)-ben és (51)-ben. De vajon mit jelent és hogyan egyszeru˝sítheto˝ az ero˝k és
áramok termikus sebessséget tartalmazó bonyolult formája? Ezt vizsgáljuk a következo˝
szakaszban.
7. MI A FOLYADÉK SEBESSÉGE ?
Az entrópiaprodukció negyedik tagjának szerepét nem vizsgáljuk a továbbiakban, hi-
szen amennyiben a relativisztikus kinetikus elmélettel összhangban a konjugált entrópia-
vektor térszeru˝ részét párhuzamosnak választjuk a ho˝mérsékletvektorral, akkor könnyen
értelmezheto˝ egyszeru˝ formulákat kaphatunk. Tegyük fel tehát, hogy
ra¯ = wa¯. (55)
Ekkor a fenti entrópiaprodukció a következo˝ alakúra egyszeru˝södik:
∂aS
a = (ρwa¯ − ja¯)∂a
(
β
(
µ+
w2
2
))
+(
qa¯ −wa¯(e− pb¯wb¯)− (ρwa¯ − ja¯
w2
2
− P a¯b¯wb¯
)
∂aβ−
β
(
P a¯b¯ − ja¯wb¯ −wa¯(pb¯ − ρwb¯)− pδa¯b¯
)
∂a(u
b +wb¯) ≥ 0. (56)
Érdemes felírnunk az abszolút entrópiaprodukciónak egy külso˝, u′a megfigyelo˝ szem-
szögébo˝l megjeleno˝ relatív formáját. Legyen szokás szerint a relatív sebesség ua − u′a =
= va¯. Azt kapjuk, hogy
∂aS
a =
(
ρwi − ji)∂i( 1
T
(
µ+
w2
2
))
+(
qi −wi(e− pkwk + ρ+ w
2
2
) + ji
w2
2
)− P ikwk
)
∂i
1
T
−
1
T
(
P ik + ρwiwk −wipk − jiwk − pδik)∂i(vk +wk) ≥ 0. (57)
Megjegyzés: ugyanezt kapjuk, ha a relatív, szubsztanciális mérlegek (24), (25) és (26)
segítségével, illetve a (48) relatív Gibbs-reláció és a megfelelo˝ Gibbs–Duhem-reláció és
entrópiáramsu˝ru˝ség ((38) relatív formája) segítségével számoljuk ki az entrópiaproduk-
ciót. Természetesen ezeket az összefügéseket (és leheto˝leg a fizikai mennyiségek transz-
formációs szabályait is) valahonnan meg kell tudnunk. Térido˝modell nélkül ez nehezen
elképzelheto˝.
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Hogyan zárjuk le az egyszeru˝ folyadékok mozgásegyenleteit, azaz hogyan teheto˝ az
egyenletek száma az ismeretlenek számával egyenlo˝vé? Vagyis mi a konstitutív elmé-
let? Vegyük észre, hogy a fenti entrópiaprodukció szokásos lineáris megoldásából ka-
pott három összefüggés nem elég az egyenletrendszer lezárásához, hiszen az alapváltozó-
ink megszokott rendszere, azaz a su˝ru˝ség, belso˝ energia és a folyadék sebessége mellett
két további mezo˝t kellene megadnunk: a folyadék pi sajátimpulzusát és a termosebessé-
get, wi-t. Viszont két további leheto˝ségünk is van, hogy lezárjuk a konstitutív elméletet.
Egyrészt wi-re termodinamikai állapotegyenlet vonatkozik. Másrészt pedig vegyük észre,
hogy tulajdonképpen eddig nem rögzítettük, hogy mit is értünk folyadéksebesség alatt,
hiszen a fenti egyenletrendszerben a relatív sebességmezo˝ tetszo˝leges lehet, bármely két
megfigyelo˝ között. Egyiket valamilyen fizikai módon célszeru˝ a folyadékhoz rögzíteni. A
folyadék sebességének rögzítését áramlásválasztásnak nevezzük.
Elvileg a sebességet rögzíthetjük a folyadék tetszo˝leges extenzív tulajdonságához,
például a tömeghez (ji = 0), energiához (qi = 0) vagy lendülethez (pi = 0), de bonyo-
lultabb módon is. Ezek után a relatív sebesség már a folyadék tömegének, energiájának,
illetve lendületének áramlását jellemzi a külso˝ megfigyelo˝höz képest. Bonyolultabb áram-
lásokra példa tiszta anyagi (tömeg) és energiaáram keveréke [73]. Van szabadságunk az
áramlás rögzítésére, amit az abszolút egyenletekben az ua sebesség tetszo˝leges válasz-
tása jelent. Az egyes választások azonban gyakorlati szempontból nem egyenértéku˝ek.
Az entrópiaprodukció fenti formája azt sugallja, hogy az áramlásválasztások közül kü-
lönösen egyszeru˝ konstitutív függvényeket kapunk, ha az áramlást a termosebességhez
kötjük, azaz wi = 0 módon választjuk a folyadék sebességét. Ezt a választást nevezhetjük
termoáramlásnak. Ekkor az entrópiaprodukció:
∂aS
a = −ji∂i µ
T
+ qi∂i
1
T
− 1
T
(
P ij − pδij)∂ivj ≥ 0. (58)
Ez a választás természetes is abban az értelemben, hogy visszapillantva a diffúziós áram-
su˝ru˝ség, ho˝áramsu˝ru˝ség, impulzussu˝ru˝ség és nyomás (15), (18), (14) és (17), illetve a
kémiai potenciál, a ho˝mérséklet és a termikus sebesség (41), (39) és (40) transzformá-
ciós szabályaira, felismerhetjük egy olyan u′ megfigyelo˝ fizikai mennyiségeit, amelynek
relatív sebessége a folyadék u sebességére vonatkoztatva pontosan vi = −wi. Ezért tehát
az entrópiaprodukció (58) formája azonos minden, a termoáramlással definiált közeghez
képest vi sebességgel mozgó megfigyelo˝ számára.
Ahogy az elo˝zo˝ fejezet mozgási termosztatika elemzése mutatta, a sebesség és az
impulzus viszonyára az entrópia létezése egy kitüntetett állapotegyenletet eredményez a
termodinamikai sebesség és a sajátimpulzus között, azaz pi = ρwi. Ez azt jelenti, hogy
a termoáramlás választása ezzel az állapotegyenlettel egyben lendületáramlást is jelent.
Vagy, fordítva, ha a folyadék lendülete az, ami áramlik, akkor az állapotegyenlet miatt az
áramlás egyúttal a termosebességgel történik.
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Diffúziós Termikus Mechanikai
Ero˝ -∂i µT ∂i
1
T
∂ivj
Áram ji qi - 1
T
(P ij − pδij)
1. TÁBLÁZAT. Termodinamikai ero˝k és áramok
Ebben az esetben, tehát a wi = 0 termoáramlással definiált, és pi = ρvi termosebes-
ség állapotegyenlettel megadott közegre a (24), (25) és (26) relatív tömeg-, lendület- és
energiamérlegek szubsztanciális formája:
ρ˙+ ρ∂iv
i + ∂ij
i = 0 (59)
ρv˙i + jj∂jv
i + ∂jP
ji = 0i, (60)
e˙+ e∂iv
i + ∂iq
i + P ij∂ivj = 0. (61)
Az abszolút (34) és (37) Gibbs-reláció és extenzivitási relációk megfelelo˝ relatív for-
mában a következo˝képpen írhatók:
de = Tds+ µdρ+ vid(ρv
i),→ deb = Tds+ µbdρ, (62)
e+ p = Ts+ µρ+ ρv2→ eb + p = Ts+ µbρ, (63)
ahol eb = e− ρv22 a belso˝ energia és µb = µ + v
2
2
a belso˝ kémiai potenciál. Ezekkel a
mennyiségekkel a termodinamikai alapösszefüggések a szokott formában írhatóak. Az
extenzivitási relációban a mozgási energiát a nyomáshoz szokták sorolni a kémiai po-
tenciál helyett. A Bernoulli-egyenletként jelenik meg az extenzivitási reláció és benne a
dinamikus nyomás (a torlónyomás és statikus nyomás különbsége).
Az entrópia (38) áramsu˝ru˝ségének vonatkozó relatív formája:
si =
1
T
(
qi − µji − P ijvj + pvi
)
. (64)
Az (59)–(64) termodinamikai összefüggések és a mérlegek alapján az entrópiapro-
dukció közvetlenül számolható, és pontosan (58) lesz. Ennek megfelelo˝en az 1. táblázat-
ban megadott termodinamikai ero˝ket és áramokat azonosíthatjuk.
Lineáris összefüggést feltételezve, izotrop folyadékra azt kapjuk, hogy
ji = −ξ∂i µ
T
+ χ1∂i
1
T
, (65)
qi = −χ2∂i µ
T
+ λ∂i
1
T
, (66)
P ij = pδij − ηv∂kvkδij − η
(
∂ivj + ∂jvi − 2
3
∂kv
kδij
)
. (67)
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Itt ξ az (ön)diffúziós együttható, χ1 és χ2 a Soret–Dufour-együtthatók, λ a termodinami-
kai ho˝vezetési együttható (mert λF = T 2λ a Fourier-féle ho˝vezetési együttható), ηv és η a
térfogati és nyíró viszkozitás.
Az alapmérlegek (59)–(61) rendszere, együtt a (65), (66) és (67) konstitutív összefüg-
gésekkel zárt és az (ön)diffúziós áramsu˝ru˝ség kivételével azonos a szokásos kontinuitás-
Fourier–Navier–Stokes-egyenletrendszerrel. Az öndiffúziós áramsu˝ru˝ség nem küszöböl-
heto˝ ki áramlásválasztással, elhagyása fizikai feltételt jelent.
8. ÖSSZEFOGLALÁS
Ebben a munkában megmutattuk, hogy a nemrelativisztikus, azaz Galilei-relativiszti-
kus, egykomponensu˝ disszipatív folyadékok hogyan tárgyalhatóak a vonatkoztatási rend-
szerto˝l függetlenül, és milyen feltételekkel kaphatjuk meg a leírásukra általában hasz-
nált vonatkoztatási rendszerto˝l függo˝, relatív Fourier–Navier–Stokes-egyenletrendszert.
A vonatkoztatásirendszer-függetlenséget a Matolcsi-féle Galilei-relativisztikus térido˝mo-
dell keretei között tárgyaljuk [5, 6], ahol a Galilei-relativisztikus térido˝ az eredeti Weyl-
féle, affin terekre alapozott koncepció kibontott matematikai megfogalmazása. Tárgyalá-
sunk vektortereket használ, és indexes formalizmusra alapozott egyszeru˝ számítási mód-
szert vezet be.
A fizikai alapmennyiség a tömeg-lendület-energia tenzor, egy két indexében szim-
metrikus harmadrendu˝ négyestenzor. Ez kompatibilis a kinetikus elmélet momentum-
sorfejtésével, például az energia bevezetését illeto˝en. Ennek négyesdivergenciája a fo-
lyadék tömeg-energia-lendületének megmaradását adja, amelyet tetszo˝legesen adott né-
gyessebesség a tömegmérlegre, lendületmérlegre és energiamérlegre bont. A harmadren-
du˝ négyestenzor négyesdivergenciája egy másodrendu˝ négyestenzor-egyenlet. A tömeg-
mérleg ennek ido˝-ido˝szeru˝, az impulzusmérleg az ido˝-térszeru˝ része (illetve a szimmetria
miatt tér-ido˝szeru˝ is), az energiamérleg pedig a tér-térszeru˝ résznek, amely egy másod-
rendu˝ hármastenzor egyenlet, a nyoma.
Az abszolút tárgyalásból levezettük a relatív fizikai mennyiségek és a mérlegek
transzformációs szabályait. Az elmélet egyik következménye, hogy a belso˝ energia, ki-
netikus energia és a teljes energia közti szokásos kapcsolat egy transzformációs szabály.
A kinetikus energia tartalmazza a folyadék sajátlendületét, amely általában nem kötheto˝
valamely relatív sebességhez. Nincs abszolút energia, de van kovariáns energia, azaz az
energia egy abszolút mennyiség meghatározott része.
A termodinamika is vonatkoztatási rendszerto˝l függetlenül adódik, pusztán annyit
feltételezve, hogy az entrópia négyesvektor ido˝szeru˝ része, az entrópiasu˝ru˝ség a tömeg-
lendület-energia su˝ru˝ségto˝l függ. Ez vonatkoztatási rendszerto˝l független, abszolút állítás.
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Az entrópiasu˝ru˝ség deriváltja adja az intenzív mennyiségek másodrendu˝ négyestenzo-
rát, a ho˝mérséklet-termosebesség-kémiai potenciál tenzort, abszolút módon. A mozgási
mennyiségeket is tartalmazó Gibbs-reláció szubsztanciális formája tartalmazza az impul-
zushoz konjugált intenzív mennyiséget, a termosebességet és a relatív sebességet is, de a
teljes formula vonatkoztatási rendszerto˝l független. Ekkor viszont a mozgási intenzívekre
vonatkozó állapotegyenletek nem függetlenek. A vegyes parciális deriváltak egyenlo˝sége,
a megfelelo˝ Maxwell-reláció az impulzussu˝ru˝séget a termosebesség és a su˝ru˝ség szorza-
taként adja, lényegében egyértelmu˝en.
Mivel az entrópiaáram formája is következmény és levezetheto˝ az alapfeltevésekbo˝l,
az entrópia négyesvektor divergenciáját, az entrópiaprodukciót ezek után abszolút módon
számolhatjuk. A folyadék áramlása tetszo˝legesen rögzíthetjük, akár a tömeghez (Eckart-
áramlás), akár az energiához (Landau–Lifsic-áramlás), illetve más módokon is.
Az entrópiaprodukció konkrét formája megmutatja, hogy a folyadék mozgását érde-
mes a termosebességhez kötni. Ekkor az impulzusfeltétel állapotegyenlete miatt a min-
denkori megfigyelo˝höz viszonyított relatív sebességgel adható meg a relatív impulzussu˝-
ru˝ség és a vonatkoztatási rendszerto˝l független entrópiaprodukció lényegében a megszo-
kott formát ölti. Az eltérés az öndiffúziós tag jelenléte. Ezt nem lehet megfelelo˝ áramlás-
választással kiküszöbölni úgy, hogy a többi tag szokott formáját mego˝rizzük. Ha nullának
tekintjük, akkor az az anyagra vonatkozó fizikai feltételként interpretálható, vagy megsérti
az entrópiaprodukció elvárt függetlenségét a vonatkoztatási rendszerto˝l.
Megjegyzések:
– Ha a Galilei-relativisztikus alapmennyiség harmadrendu˝ kontra-kokotenzor, ugyan-
olyan mérlegegyenleteket kapunk, azonos transzformációs szabályokkal. Ekkor az
energia és ho˝mérséklet helyett a tömegsu˝ru˝ség és a kémiai potenciál reprezentáló-
dik másodrendu˝ hármastenzorként. Ez az alapmennyiség a kovariáns komponensei
miatt azonban nem kompatibilis a kinetikus elmélet momentum-sorfejtésével kapott
egyenletrendszerrel. A transzformációs szabályokat a C. Függelékben kiszámoltuk.
– Az egyszeru˝ anyagok semleges körülmények közötti stabilitása alapveto˝ az egész fi-
zikában. E nélkül nincs objektív megfigyelés, a nem reprodukálhatóak a jelenségek.
Ennek az elvnek fizikai-matematikai modellje a termodinamika maga. Az entrópia
létezése és növekedése, az egész termodinamikai keretrendszer ezt eredményezi és
ezt jelenti. A termodinamika ilyen felfogása egyúttal önelleno˝rzési leheto˝ség is. El-
várható, hogy az egyszeru˝ folyadék homogén egyensúlya elszigetelt rendszerben
pusztán a termodinamikai feltételek miatt stabil legyen. A most levezetett folya-
dékmodell ehhez teljesít egy fontos szükséges feltételt.
Belátható, hogy a kapott (59)–(61), (65)–(67) egyenletrendszer generikusan stabil,
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azaz a homogén egyensúlya linearisan stabil, ha a termodinamikai stabilitás teljesül
(az entrópia konkáv) és a transzportegyütthatók nemnegatívak, illetve
ξ
∂
∂ρ
µ
T
− λ ∂
∂e
1
T
+ (χ1 + χ2)
∂
∂e
µ
T
≥ 0. (68)
Itt az elso˝ két tag és a harmadik tag együtthatója termodinamikai feltételek miatt
nemnegatív, egyedül az utolsó tagban szereplo˝ parciális derivált vezethet az egyen-
lo˝tlenség sérüléséhez.
– Ennek a munkának a fo˝motivációját a relativisztikus folyadékok hasonló problémái
jelentették [74, 75, 76, 62, 77, 65, 71, 72, 78, 79, 73].
A. FÜGGELÉK. GALILEI-RELATIVISZTIKUS TÉRIDO˝
Itt röviden ismertetésre kerül a Galilei-relativisztikus térido˝modell.
A Galilei-relativisztikus térido˝modellben van:
1. Az M térido˝ az x ∈M események (vagy villanatok) négydimenziós irányított affin
tere az xa ∈M térido˝tartamok négydimenziós vektortere felett.
2. Az I ido˝ egy dimenziós irányított affin tér a t ∈ I ido˝tartamok egydimenziós irányí-
tott vektortere felett.
3. A τ : M → I ido˝kiértékelés egy affin szürjekció a τa :M→ I lineáris leképezés, az
ido˝tartamkiértékelés felett.
4. D a távolság mértékegyenese, amely egydimenziós irányított vektortér.
5. A δa¯b¯ : E×E→ D⊗D euklidészi szerkezet egy szimmetrikus bilineáris leképezés,
ahol E := Ker(τ) ⊂M a térvektorok háromdimenziós lineáris altere.
M duálisát, azaz az M → R lineáris leképezések vektorterét M∗-al jelöljük. M∗ =
= Lin(M,R) elemeit kovektoroknak nevezzük és alsó indexszel jelöljük. Hasonlóképpen
E duálisa E∗. Ezek az indexek absztraktok abban az értelemben, hogy nem vonatkoznak
semmilyen koordináta- vagy vonatkoztatási rendszerre, egyszeru˝en a különféle rendu˝ és
típusú tenzoriális mennyiségek egyértelmu˝ jelölését jelentik. A felso˝ index kontravariáns,
az alsó index kovariáns, kovektor komponenseket jelöl.
Az x, y ∈M események között ido˝tartamot τ(x)− τ(y) = τaxa módon számoljuk,
ahol xa = x− y. Két esemény egyideju˝, ha a közöttük eltelt ido˝tartam nulla. Két egyide-
ju˝ esemény különbsége térszeru˝ vektor. Ezeket felülhúzott indexszel, megkülönböztetett
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1. ÁBRA. A Galilei-relativisztikus térido˝, ido˝pontok és világvonalak.
módon jelöljük: xa¯ ∈ E, illetve xa¯ ∈ E∗. Egy xa¯ térszeru˝ vektor hossza ‖x‖ =
√
xa¯δa¯b¯x
b¯,
ahol δa¯b¯ = IdE.
A modell legfontosabb elemeit az 1. ábrán mutatjuk be. Láthatjuk, hogy az ido˝ és az
ido˝kiértékelés egy fóliázást vezet be a térido˝n: az egyideju˝ események térszeru˝ altereinek
egymásutánja hu˝en modellezi klasszikus tér- és ido˝fogalmunkat.
Ha xa egy kovektor, azaz egy xa : M→ R lineáris leképezés, akkor annak E-re tör-
téno˝ megszorítását, xa¯ ∈ E∗-t az eredeti xa kovektor abszolút térszeru˝ részének nevez-
zük. A megszorítás projekciójának jelölésére bevezetjük a δ a
b¯
∈ Lin(M∗,E∗) jelölést.
Tehát δ ba¯ xb = xa¯. Fontos megjegyezni, hogy az euklidészi szerkezet leheto˝vé teszi E és
E∗ azonosítását, de ezt nem tehetjük megM-vel ésM∗-al, mert nincs rajta sem euklidészi,
sem pszeudoeuklidészi szerkezet : a térido˝tartamok vektorterén nincsenek térido˝hosszak.
Absztrakt indexes jelölésünkben a, b, c, d, e, f, g indexeket használunk a négydimenziós
térido˝ abszolút fizikai mennyiségeire, a¯, b¯, c¯, d¯, e¯, f¯ , g¯ indexeket a háromdimenziós tér fi-
zikai mennyiségeire a térido˝be ágyazva értendo˝ek. Továbbá i, j, k, l,m-el jelöljük a szo-
kásos háromdimenziós relatív mennyiségek indexeit, ha a relatív sebesség is megjelenik a
formulákban. Ez fog elo˝fordulni a különféle transzformációs szabályoknál, illetve amikor
a szokásosan szereplo˝ formulákat értelmezzük. Az ilyen indexek két abszolút sebesség-
mezo˝ jelenlétét jelzik.
A vektorok és kovektorok fenti jelölésrendszere azt a tényt formalizálja, hogy az ido˝
nincs beágyazva a térido˝be.
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A.1. SZÉTHASÍTÁSOK
A térido˝ben történo˝ létezést világvonalak segítségével, ido˝bo˝l térido˝be léképezo˝
r : I → M világvonalfüggvényekkel írjuk le. A világvonalfüggvényeknek a térido˝ szer-
kezetébo˝l következo˝ triviális tulajdonsága, hogy τ(r(t)) = t. Ennek megfelelo˝en bármi-
lyen ido˝pontban képezett ido˝deriváltjaik, a Galilei-relativisztikus négyessebességek olyan
speciális négyesvektorok, amelyek ido˝kiértékelése, τaua = 1. Egy négyesvektor fizikai
mennyiség térszeru˝ részét egy adott ua négyessebesség irányú vetületével képezzük. Az
ua irányú vetíto˝ függvény, az u-projekció pia¯b = δ
a
b − uaτb : M→ E lesz, ahol δab az iden-
titás M-en.
A τa ido˝kiértékelés és az elo˝bbi u-projekció mellett még két fontos függvényünk
van, amely az M térido˝tartamokat az I ido˝tartamokkal és az E térvektorokkal kapcsolja
össze. A négyes kovektorokat térszeru˝re megszorító elo˝bbi δ a
b¯
∈ Lin(M∗,E∗) függvény
duálisával a δa
b¯
∈ Lin(E,M) függvénnyel ágyazhatunk be hármasvektorokat a térido˝be,
ido˝tartamhoz egy négyessebességgel hozzárendelhetünk egy térido˝tartamot, hiszen ua :
I→M. A négy alapveto˝ leképezést még egyszer felsoroljuk:
– τa : M→ I,
– ua : I→M,
– pia¯b = δ
a¯
b − uaτb : M→ E,
– δa
b¯
: E→M,
A duálisaik a megfelelo˝ duális terek közötti leképezéseket adják meg:
– τa : I→M∗,
– ua : M∗→ I,
– pi b¯a : E∗→M∗,
– δ a
b¯
: M∗→ E∗.
Itt felhasználtuk, hogy egydimenziós vektorterek kanonikusan azonosíthatóak duáli-
sukkal (ido˝ = koido˝), a transzponáltakat pedig az indexek eltolásával jelöltük. A fentiekbo˝l
a következo˝ azonosságok vezetheto˝ek le:
τau
a = 1, τaδ
a
b¯ = 0b¯, pi
b¯
au
a = (δba − ubτa)ua = 0b¯ pia¯bδbc¯ = δa¯c¯. (69)
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Két ábrába összefoglalva megjegyezheto˝bbek a viszonyok:
E
pia¯b←−−→
δa
b¯
M
τa−→←−
ua
I E∗
δ a
b¯←−−→
pi a¯b
M∗
ua−→←−
τa
I∗
A fenti diagramok felso˝ sorának leképezései egy térido˝vektor és kovektor ido˝- és
térszeru˝ részre történo˝ széthasítását adják meg.
A.2. VEKTOR u-FORMÁJA
A vektorok maguk elo˝állíthatóak egy ua sebességgel széthasított részeikbo˝l. A to-
vábbiakban az ilyen elo˝állítást a vektor u-formájának nevezzük. Legyen például Aa egy
térido˝vektor. Ekkor ido˝- és u-térszeru˝ részeinek és a széthasító ua négyessebesség segít-
ségével elo˝állítható:
Aa = Aua +Aa¯, (70)
ahol A = τaAa a vektor ido˝szeru˝ része, Aa¯ = pia¯bA
b pedig az u-térszeru˝ része. Vektor
ido˝szeru˝ része nem függ u-tól, ezért abszolút, a térszeru˝ része viszont függ. Speciálisan
egy ua sebességvektor ido˝szeru˝ része 1, egy másik u′a sebesség szerinti térszeru˝ része
pedig
pi′a¯bu
b = (δab − u′aτb)ub = ua − u′a = va¯,
ua relatív sebessége u′a-hoz képest.
Galilei-relativisztikus térido˝n az extenzív mennyiségek természetes módon négyes-
vektorok, amelyek ido˝szeru˝ része a su˝ru˝ség, u-térszeru˝ része az áramsu˝ru˝ség. Az exten-
zív mennyiségek su˝ru˝sége független a széthasító sebességto˝l, térszeru˝ része nem. Látni
fogjuk, hogy az u-függetlenség Galilei-invarianciát is jelent.
A.3. KOVEKTOR u-FORMÁJA
Hasonló módon kovektorok is általánosan felírhatók u-ido˝ és térszeru˝ komponenseik
és a széthasításhoz használt négyessebesség segítségével. Egy Ba kovektor :
Ba = Bτa + pi
b¯
aBb¯. (71)
ahol B = uaBa és Ba¯ = δ ba¯Bb.
Figyeljük meg, hogyBa térszeru˝ és u-ido˝szeru˝ részei valóbanBa¯ ésB, de ellentétben
a vektor (70) elo˝állításával itt ez közvetlenül nem látszik. Továbbá fenti felbontásban fi-
gyelnünk kell, hogy pi b¯a nem szedheto˝ szét két részre, pontosabban u
b¯Bb¯ önmagában nem
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képezheto˝, hiszen Bb¯ ∈ E∗ és E∗ nem részhalmaza M∗-nak. Tehát a fenti formula Ba =
= Bτa + Ba¯ − τaub¯Bb¯ = (B − ubBb¯)τa + Ba¯, kényelmesnek tu˝no˝ csoportosítása végso˝
soron helytelen. Azonban a térszeru˝-ido˝szeru˝ felbontás szemléletessége, és az abszolút
térszeru˝ rész önálló megjelenése miatt a számolások áttekintheto˝ségébo˝l származó elo˝-
nyök nagyobbak, mint a hibázás leheto˝sége, ezért a továbbiakban mégis használni fogjuk,
ügyelve arra, hogy pi b¯a két része pontosan szerepeljen a formulákban.
Speciálisan a térido˝ deriválása ∂a, mint kovektor, a következo˝képpen írható fel egy
ua négyessebesség szerint széthasított ido˝- és térszeru˝ komponenseivel :
∂a = τa(du − ub∇b¯) +∇a¯, (72)
ahol du = ua∂a az u-ido˝derivált, ∇a¯ pedig a térderivált. Az ido˝derivált u-függo˝, a térde-
rivált nem az.
Megadjuk a másodrendu˝ tenzorok u-széthasított részekbo˝l összetett formáját is.
A.4. TENZOR u-FORMÁJA
Egy T ab ∈M⊗M kontra-kontravariáns tenzor u-formája a következo˝ :
T ab = tuaub + uatb¯ + ta¯ub + ta¯b¯, (73)
ahol
– t = τaτbT ab a T ab tenzor ido˝-ido˝szeru˝ része. Láthatóan ez u-független, abszolút.
– ta¯ = pia¯bT
bcτc a T ab tenzor tér-ido˝szeru˝ része, illetve tb¯ = τcT capi b¯a az ido˝-térszeru˝
rész.
– ta¯b¯ = pia¯cT
cdpi b¯d a T
ab tenzor tér-térszeru˝ része.
A.5. VEGYES TENZOR u-FORMÁJA
Egy Qab ∈M⊗M∗ kontra-kovariáns tenzor u-formája a következo˝ :
Qab = q
aτb + pi
c¯
b q
a
c¯ = qu
aτb + q
a¯τb + u
api c¯b qc¯ + q
a¯
c¯pi
c¯
b =
(ua(q− ucqc¯) + qa¯ − qa¯c¯uc) τb + qb¯ua + qa¯b¯, (74)
ahol
– qa = ubQab, a Q
a
b vegyes tenzor ko-ido˝szeru˝ része,
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– qa
b¯
= δc
b¯
Qac, a Q
a
b vegyes tenzor u-független ko-térszeru˝ része
– q = ubτaQab, a Q
a
b vegyes tenzor ido˝-ido˝szeru˝ része,
– qa¯ = ubpia¯cQ
c
b, a Q
a
b vegyes tenzor tér-ido˝szeru˝ része,
– qb¯ = τaδ cb¯ Q
a
c, a Q
a
b vegyes tenzor ido˝-térszeru˝ része. Ez a rész u-független, abszo-
lút.
– qa¯
b¯
= pia¯cδ
d
b¯
Qcd, a Q
a
b vegyes tenzor tér-térszeru˝ része,
A.6. KOTENZOR u-FORMÁJA
Egy Rab ∈M∗ ⊗M∗ ko-kovariáns tenzor u-formája a következo˝ :
Rab = raτb + rac¯pi
c¯
b = (rτa + rc¯pi
c¯
a ) τb + rc¯τapi
c¯
b + rc¯d¯pi
c¯
b pi
d¯
a =(
r− 2rc¯uc + rc¯d¯ucud
)
τaτb +
(
rb¯ − rb¯d¯ud
)
τa +
(
ra¯ − ra¯d¯ud
)
τb + ra¯b¯, (75)
ahol
– ra = ubRab, az Rab kotenzor ko-ido˝szeru˝ része,
– rab¯ = δ cb¯ Rac, az Rab kotenzor u-független ko-térszeru˝ része,
– r = uaubRab, az Rab kotenzor ido˝-ido˝szeru˝ része,
– ra¯ = δ ca¯ u
bRcb, az Rab kotenzor tér-ido˝szeru˝ része, illetve rb¯ = δ cb¯ u
aRac, az ido˝-
térszeru˝ része,
– ra¯b¯ = δ ca¯ δ
d
b¯
Rcd, az Rab kotenzor tér-térszeru˝ része. Ez az u-független rész.
B. FÜGGELÉK. MEGFIGYELO˝K ÉS GALILEI-TRANSZFORMÁCIÓ
A térido˝modell pontosan tükrözi azt a mindennapi tapasztalatunkat, hogy az ido˝ to˝-
lünk függetlenül telik, de a tér, a környezetünkben levo˝ tárgyak által kirajzolt környezet
szubjektív, megfigyelo˝függo˝. Az ido˝ abszolút, a tér relatív. A relatív szempontokat a meg-
figyelo˝k segítségével értelmezzük. Egy megfigyelo˝ általában a térido˝n megadott globális
sima sebességmezo˝ (lásd [6]), amit a továbbiakban egyetlen sebességgel, lényegében lo-
kálisan reprezentálunk. A lokálisan egyetlen sebességet gondolatban az egész térido˝re
kiterjesztve, azaz globális homogén sebességmezo˝t bevezetve kapjuk az inerciális megfi-
gyelo˝ket. A megfigyelo˝ alatt általában adott tartományon sima sebességmezo˝t értünk [6],
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nem kell, hogy mindenütt értelmezett, azaz globális legyen. Minden esetben elegendo˝,
hogy adott térido˝pontban négyessebessége ido˝re és térre bontja a térido˝t, és az abszo-
lút fizikai mennyiségeket ido˝- és térszeru˝ részekre hasítja fel a térido˝ minden pontjában.
Éppen ezért a transzformációs formulák és egyenletek nemcsak a szokásos inerciális meg-
figyelo˝kre vonatkozó Galilei-transzformációk, hanem – amennyiben a széthasító sebesség
állandósága nincs kihasználva – minden megfigyelo˝re vonatkoznak. Az abszolút jelzo˝ ál-
talánosan megfigyelo˝függetlenséget jelent.
Láthattuk, hogy egy Galilei-relativisztikus térido˝modellben egy sebességmezo˝ segít-
ségével egyértelmu˝en meg tudjuk adni a fizikai mennyiségek ido˝- és térszeru˝ részeit. Egy
másik sebességmezo˝ pedig másképpen bontja ido˝- és térszeru˝ részre ugyanazt az abszo-
lút fizikai mennyiséget. Azt is ki tudjuk számolni, hogy egyik megfigyelo˝ által észlelt
komponensekbo˝l hogyan képzo˝dnek egy másik megfigyelo˝ által észlelt ido˝- és térszeru˝
komponensek. Ezeket a transzformációs szabályokat egy térido˝modellben egyértelmu˝en
kiszámolhatjuk, nem szükséges intuitívan bevezetni.
B.1. VEKTOROK
Láttuk, hogy egy Aa vektort az ua megfigyelo˝ A = τaAa ido˝szeru˝ és Aa¯ = pia¯bA
b
u-térszeru˝ részekre bontja. A nemrelativisztikus fizikai elméletek térido˝tudatlanul ezeket
a mennyiségeket önállóan használják, leválasztva a térido˝ro˝l. Két különbözo˝ ua és u′a
négyessebesség általában különbözo˝ ido˝- és térszeru˝ komponenseket eredményezhet :
Aa
u≺
(
A
Ai
)
, Aa
u′≺
(
A′
A′i
)
,
ahol i = 1,2,3 hármasvektor indexeit jelöli,
u≺ pedig az ua szerinti széthasítást. A megfi-
gyelo˝k közötti váltást megadó transzformációs szabályok megmondják, hogy az A′ és A′i
hogyan függ A-tól és Ai-tól. Térido˝modellünkben ezt egyszeru˝en úgy számolhatjuk ki,
hogy a ua-val széthasított komponensekkel kifejezett fizikai mennyiséget, jelen esetben
ez Aa = Aua +Aa¯-t, széthasítjuk u′a szerint. Tehát egy vektor ido˝szeru˝ komponense:
A′ = τaAa = τa(Aua +Aa¯) = A, (76)
nem változik, nem transzformálódik, azaz Galilei-invariáns. Ez nem meglepo˝, mert a szét-
hasító függvény nem függ a sebességekto˝l. Egy Aa vektor térszeru˝ komponense:
A′a¯ = pi′a¯bA
b =
(
δab¯ − uaτb
)(
Aub +Ab¯
)
= Aua +Aa¯ −Au′a = Aa¯ +A(ua − u′a).
(77)
Az ua-nak u′a-ra vonatkoztatott relatív sebességére bevezetjük a va¯ = ua − u′a jelö-
lést és áttérünk hármasindexekre. Ekkor a négyesvektor térszeru˝ komponensének transz-
formációs szabálya
A′i = Ai +Avi,
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pontosan a szokásos Galilei-transzformáció. Az i, j, k hármasindexek megjelenése általá-
ban azt jelzi, hogy az adott formulában egyszerre két sebességmezo˝ is jelen van a relatív
sebesség miatt. A teljes transzformációs szabály:(
A′
A′i
)
=
(
A
Ai +Avi
)
. (78)
Speciálisan a sebességek transzformációs szabálya ebbo˝l közvetlenül is származtatható.
Egy négyessebesség önmaga szerinti széthasítása
ua
u≺
(
1
0i
)
.
Illetve a térszeru˝ komponensének transzformációs szabálya egyszeru˝en a relatív sebessé-
get adja,
pi′a¯bu
b = (δab − u′aτb)ub = ua − u′a = va¯, (79)
ahogy ezt vártuk is. A teljes szabály furcsán hat :(
1
0i
)
=
(
1
vi
)
, (80)
de egyszeru˝en azt jelenti, hogy az önmagához képest ’állónak’ tekintett ua megfigyelo˝
állása másik u′a megfigyelo˝ számára vi sebességgel történo˝ mozgásnak látszik. Fontos
megértenünk, hogy az összes többi transzformációs szabály jelentése mutatis mutandis
ugyanezt jelenti.
Általában csak a Galilei-invariáns fizikai mennyiségeket tartják vonatkoztatási rend-
szerto˝l függetlennek, holott nemcsak azok, hanem transzformálódó mennyiségek meg-
felelo˝ kombinációja is abszolút lehet, amennyiben egy abszolút térido˝mennyiségro˝l van
szó. Egy négyesvektorral megadott abszolút fizikai mennyiség (pl. egy extenzív) ido˝szeru˝
komponense (a su˝ru˝sége) Galilei-invariáns és ezért abszolút, a térszeru˝ komponense (azaz
az áramsu˝ru˝sége) transzformálódik, ezért nem abszolút, de ez nem változtat semmit azon,
hogy az egész extenzív vektorsu˝ru˝ség abszolút. Ugyanez érvényes a sebességre, ahol a
négyessebesség abszolút, annak ellenére, hogy látszólag csak a térszeru˝ komponens hor-
doz fizikai információt. Térido˝modellben megfogalmazva egy fizikai elméletet pontosan
eldöntheto˝, hogy függ-e a vonatkoztatási rendszerto˝l, vagy nem.
B.2. KOVEKTOROK
Láttuk, hogy egy Ba kovektort az ua sebesség B = uaBa ido˝szeru˝ és Ba¯ = δ ba¯Bb
térszeru˝ részekre bont. A kovektorok széthasított komponenseit alsó indexszel és sorvek-
torokkal reprezentáljuk:
Ba
u≺ (B,Bi).
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Az elo˝bbiek alapján az ido˝szeru˝ komponens transzformációs szabálya:
B′ = u′aBa = u′a(Bτa + pi b¯aBb¯) = B − va¯Ba¯, (81)
ahol felhasználtuk (79)-t, illetve a (69) azonosságokat. A térszeru˝ komponens transzfor-
mációs szabálya:
B′a¯ = δ
b
a¯Bb = δ
b
a¯ (Bτb + pi
c¯
b Bc¯) = Ba¯, (82)
A teljes szabály:
(B′,B′i) = (B − viBi,Bi). (83)
Ezt például a ∂a térido˝deriválásra alkalmazva kapjuk, hogy:
(du′ ,∇′i) = (du − vi∇i,∇i). (84)
Speciálisan, ha az ua sebesség valamely közeg sebességmezo˝je, u′a pedig egy megfigye-
lo˝é, akkor du a szubsztanciális ido˝derivált, vi a megfigyelo˝nek a közeghez viszonyított
sebessége és du′ = du − vi∇i a du′ = ∂t parciális ido˝derivált és a du szubsztanciális ido˝-
derivált közötti összefüggés: ∂t = dt − vi∇i.
B.3. TENZOROK
Egy T ab másodrendu˝ kontravariáns tenzort az ua megfigyelo˝ t = τaτbT ab ido˝-
ido˝szeru˝, ta¯ = pia¯cτbT
cb ido˝-térszeru˝ és ta¯b¯ = pia¯cpi
b¯
dT
cd tér-térszeru˝ komponensekre hasít
szét. Azaz
T ab
u≺
(
t ti
tj tij
)
.
A megfelelo˝ transzformációs szabályok a következo˝ módon számolhatóak. Az ido˝-
ido˝szeru˝ komponens invariáns:
t′ = τaτbT ab = t. (85)
Az ido˝-térszeru˝ komponens transzformációs szabálya olyan, mint egy hármasvektoré:
t′a¯ = pi′a¯cτbT
cb = (δac − u′aτc)(tuc + tc¯) = tua − tu′a + ta¯ = ta¯ + tva¯. (86)
A tér-térszeru˝ komponensé bonyolultabb:
t′a¯b¯ = pi′a¯cpi
′b¯
dT
cd = pi′a¯cpi
′b¯
d(tu
cud + tc¯ud + uctd¯ + tc¯d¯) =
tva¯vb¯ + ta¯vb¯ + tb¯va¯ + ta¯b¯. (87)
Itt ismét felhasználtuk (79)-t, illetve azt, hogy térszeru˝ vektorok tetszo˝leges sebesség-
irányban vett vetülete maga a térszeru˝ vektor pia¯bt
b¯ = (δab − uaτb)tb¯ = ta¯.
A teljes transzformációs szabály:(
t′ t′i
t′j t′ij
)
=
(
t ti + tvi
tj + tvj tij + tivj + tjvi + tvivj
)
. (88)
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B.4. VEGYES MÁSODRENDU˝ TENZOROK
Egy Qab másodrendu˝ kontra-kovariáns tenzort az u
a megfigyelo˝ q = τaubQab ido˝-
ido˝szeru˝, qa¯ = pia¯cu
bQcb tér-ido˝szeru˝, qb¯ = τaδ
d
b¯
Qad ido˝-térszeru˝ és q
a¯
b¯
= pia¯cδ
d
b¯
Qcd tér-
térszeru˝ komponensekre hasít szét. Azaz
Qab
u≺
(
q qi
qj q
i
j
)
.
A megfelelo˝ transzformációs szabályok a következo˝ módon számolhatóak. Az ido˝-
ido˝szeru˝ komponensre:
q′ = τau′bQab = u
′b(qτb + pi c¯b qc¯) = q− vc¯qc¯. (89)
A hármasvektornak kinézo˝ ido˝-térszeru˝ komponens nem transzformálódik:
q ′¯b = τaδ
c
b¯ Q
a
c = δ
c
b¯ (qτc + pi
d¯
c qd¯) = qb¯. (90)
Itt felhasználtuk, hogy δ c
b¯
τc = 0b¯ és δ cb¯ pi
a¯
c = δ
a¯
b¯
. A tér-ido˝szeru˝ komponens transzformá-
ciós szabálya:
q′a¯ = pi′a¯cub¯Q
c
b = pi
′a¯
c(qu
c + qc¯ − ucvd¯qd¯ − qc¯d¯vc¯) = qa¯ + qva¯ − va¯vb¯qb¯ − qd¯b¯vb¯. (91)
A tér-térszeru˝ komponens transzformációs szabálya:
q′a¯b¯ = pi
′a¯
cδ
d
b¯ Q
c
d = pi
′a¯
c(qb¯u
c + qc¯b¯) = q
a¯
b¯ + v
a¯qb¯. (92)
Itt ismét felhasználtuk az eddigi azonosságokat. A teljes transzformációs szabály:(
q′ q′i
q′j q′ji
)
=
(
q− viqi qi
qj + vj(q− vkqk)− qjkvk qji + qivj
)
. (93)
B.5. MÁSODRENDU˝ KOTENZOROK
Egy Rab másodrendu˝ ko-kovariáns tenzort az ua megfigyelo˝ r = uaubRab ido˝-
ido˝szeru˝, ra¯ = δ ca¯ u
bRcb tér-ido˝szeru˝ és ra¯b¯ = δ ca¯ δ
d
b¯
Rcd tér-térszeru˝ komponensekre hasít
szét. Azaz
Rab
u≺
(
r ri
rj rij
)
.
A megfelelo˝ transzformációs szabályok a következo˝ módon számolhatóak. Az ido˝-
ido˝szeru˝ komponensre:
r′ = u′au′bRab = u′au′b
(
rτaτb + rc¯pi
c¯
a τb + rc¯τapi
c¯
b + rc¯d¯pi
c¯
b pi
d¯
a
)
=
u′a
(
rτa + rc¯pi
c¯
a − rc¯τavb¯ − rc¯d¯vbpi d¯a
)
= r− 2rc¯vc + rc¯d¯vcvd¯. (94)
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Az ido˝-térszeru˝ komponens transzformációs szabálya:
r′a¯ = δ
c
a¯ u
′bRcb = δ ca¯
(
rτc + rd¯pi
d¯
c − rd¯τcvd¯ − rd¯e¯ve¯pi d¯c
)
= ra¯ − ra¯d¯vd¯. (95)
A tér-térszeru˝ komponens invariáns:
r′a¯b¯ = δ
c
a¯ δ
d
b¯ Rcd = ra¯b¯. (96)
Itt ismét felhasználtuk az eddigi azonosságokat. A teljes transzformációs szabály:(
r′ r′i
r′j r
′
ji
)
=
(
r− 2viri + vivjrij ri − vjrij
rj − vktjk rij
)
. (97)
C. FÜGGELÉK : HARMADRENDU˝ VEGYES KONTRA-KOKOTENZOR
TRANSZFORMÁCIÓS SZABÁLYAI
A fentiek alapján tekintsünk egy Mabc : M → M⊗M∗ ⊗M∗ tenzormezo˝t, amelyet
az egykomponensu˝ egyszeru˝ anyag energia-impulzus-tömeg tenzorának fogunk tekinteni.
Feltételezzük, hogy a tenzormezo˝ kovariáns indexeiben szimmetrikus. Egy adott ua ∈
∈ V (1) négyessebességgel képzett komponenseivel a következo˝ általános formába írha-
tó:
Mabc = mbcu
ama¯bc =(
eτbτc − 1
2
pd¯pi
a¯
bτc −
1
2
pe¯pi
e¯
cτb +
1
2
ρd¯e¯pi
d¯
bpi
e¯
c
)
ua+(
qa¯τbτc − 1
2
P a¯d¯pi
d¯
b τc −
1
2
P a¯e¯pi
e¯
c τb +
1
2
ma¯d¯e¯pi
d¯
b pi
e¯
c
)
, (98)
ahol
mbc = τaM
a
bc, és m
a¯
bc = pi
a¯
dM
d
bc. (99)
Ezek a su˝ru˝ségek és áramok tenzorai, mbc az energia-impulzus-tömegsu˝ru˝ség kotenzor,
illetvema¯bc az energiáramsu˝ru˝ség-nyomás-diffúziós áramsu˝ru˝ség tenzor. A további részek
pedig:
– e= ubucmbc = τaubucMabc az energia-lendület-tömeg tenzor ido˝-ido˝-ido˝szeru˝ része,
az energiasu˝ru˝ség.
– pa¯ = −2ucδ db¯ mdc = −2τaucδ db¯ Madc az energia-lendület-tömeg tenzor ido˝-ido˝-
térszeru˝ részéhez köto˝do˝, a lendületsu˝ru˝ség, illetve pa¯ = −2ubδ dc¯ mbd = −
−2τaubδ dc¯ Macd az ido˝-tér-ido˝szeru˝ részhez tartozik.
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– ρbc = 2δ db¯ δ
e
c¯ mde = 2τaδ
d
b¯
δ ec¯ M
a
de a tömegsu˝ru˝ség-kotenzor, az M
a
bc tenzor ido˝-tér-
térszeru˝ részéhez köto˝dik.
– qa¯ = ucubma¯bc = u
cubpia¯dM
d
bc az energiaáramsu˝ru˝ség, az M
a
bc tenzor tér-ido˝-
ido˝szeru˝ részéhez.
– P a¯
b¯
= −2ucδ e
b¯
ma¯ec = −2ucδ eb¯ pia¯dMdec a nyomás, az Mabc tenzor tér-ido˝-térszeru˝ ré-
széhez tartozik és a tenzor szimmetriája miatt ez egyenlo˝ P a¯c¯ = −2ubδ ec¯ ma¯be-vel.
– M a¯
b¯c¯
= 2δ e
b¯
δ fc¯ pi
a¯
dM
d
ef a diffúziós áramsu˝ru˝ség, azM
a
bc tenzor tér-tér-térszeru˝ része-
nek kétszerese.
A változó elo˝jelek és kettes faktorok oka, hogy a hagyományos mennyiségeket a mér-
legekben és a transzformációs szabályokat a leheto˝ legpontosabban szeretnénk visszakap-
ni.
C.1. A TÉR- ÉS IDO˝SZERU˝ RÉSZEK TRANSZFORMÁCIÓS SZABÁLYAI
Az adott objektív fizikai mennyiség transzformációs szabályának azt nevezzük, ami-
kor u′a sebességgel képzett ido˝- és térszeru˝ komponenseket az ua sebességgel képzett
komponensek és a relatív sebesség függvényében adjuk meg. A B. Függelékben meg-
adtuk, a különféle elso˝ és másodrendu˝ tenzorok transzformációs szabályait. A számítás
során a tenzorok u-formáját az u′ sebesség szerint hasítjuk szét. A tömeg-energia-lendület
tenzor esetén is hasonlóan járunk el :
Az u′-energia azMabc tenzor u-komponenseivel és a v
a¯ = ua−u′a relatív sebességgel
kifejezve:
e′ = u′bu′cτaMabc = u
′bu′c
(
eτbτc − 1
2
pd¯pi
a¯
bτc −
1
2
pe¯pi
e¯
cτb +
1
2
ρd¯e¯pi
d¯
bpi
e¯
c
)
= e+ pa¯v
b¯ +
ρa¯b¯
2
va¯vb¯. (100)
Az u′-lendületsu˝ru˝ség pedig:
p′¯b = −2u′cδ db¯ τaMadc = u′cδ db¯
(
−2eτbτc + pd¯pia¯bτc + pe¯pie¯cτb − ρd¯e¯pid¯bpie¯c
)
= pb¯ + ρb¯c¯v
c¯. (101)
A ρab su˝ru˝ség abszolút, nem transzformálódik:
ρ′¯bc¯ = 2δ
e
c¯ δ
d
b¯ τaM
a
de = ρb¯c¯. (102)
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Az energiaáramsu˝ru˝ség transzformációs szabálya:
q′a¯ = u′bu′cpi′a¯dM
d
bc = u
′bu′c
((
eτbτc − 1
2
pd¯pi
a¯
bτc −
1
2
pe¯pi
e¯
cτb +
1
2
ρd¯e¯pi
d¯
bpi
e¯
c
))
va¯+
+ u′bu′cpi′a¯f
(
qf¯τbτc − 1
2
P d¯f¯pi
f¯
b τc −
1
2
P d¯e¯pi
e¯
c τb +
1
2
md¯f¯ e¯pi
e¯
c pi
f¯
b
)
= qa¯ + (e+ pb¯v
b¯ +
ρb¯c¯
2
vb¯vc¯)va¯ + 2P a¯b¯v
b¯ +
1
2
ma¯b¯c¯v
b¯vc¯. (103)
A nyomás transzformációja:
P ′a¯b¯ = −2u′cδ eb¯ pi′a¯dMdec = u′c (pb¯τc − ρb¯e¯pie¯c)va¯+
+ u′cδ eb¯ pi
′a¯
f
(
P d¯f¯pi
f¯
b τc −md¯f¯ g¯pi g¯c pi f¯e
)
= P a¯b¯ + pb¯v
a¯ + ρb¯c¯v
c¯va¯ +ma¯b¯c¯v
c¯. (104)
Végül pedig a diffúziós áramsu˝ru˝ség a következo˝képpen transzformálódik:
m′a¯b¯c¯ = 2δ
e
b¯ δ
f
c¯ pi
′a¯
dM
d
ef == m
a¯
b¯c¯ + ρb¯c¯v
a¯. (105)
A hagyományos jelölésekkel összefoglalva írhatjuk, hogy:
e′ = e+ pivi +
ρij
2
vivj, (106)
p′i = pi + ρijv
j, (107)
ρ′ij = ρij, (108)
q′i = qi + vi(e+ pjvj +
ρjk
2
vjvk) + P ijv
j +
mijk
2
vkvj, (109)
P ′ij = P
i
j + pjv
i +
ρjk
2
vivk +
mijk
2
vk, (110)
m′ijk = m
i
jk + ρjkv
i. (111)
Egy fontos speciális eset, amikor a tömeg- és a diffúziós áramsu˝ru˝ség tenzorok iden-
titások a kovariáns komponenseikben, azaz ρjk = ρδjk és mijk = j
iδjk. Ekkor
e′ = e+ pivi +
ρ
2
v2, (112)
p′i = pi + ρvi, (113)
ρ′ij = ρij, (114)
q′i = qi + vi(e+ pjvj +
ρ
2
v2) + P ijv
j + ji
v2
2
, (115)
P ′ij = P
i
j + pjv
i + ρvivj + j
ivj, (116)
j′i = ji + ρvi. (117)
(118)
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Ezek a transzformációs tulajdonságok pontosan megegyeznek a harmadrendu˝, min-
den indexében kontravariáns tömeg-lendület-energia tenzor megfelelo˝ komponenseire vo-
natkozó (13)-(18) transzformációs tulajdonságokkal. A megfelelo˝ mérlegek szintén azo-
nosak, és az entrópiaprodukció formája szintén ugyanolyan. A két reprezentáció között
az intenzív mennyiségek transzformációs szabályai, illetve a relativisztikus és a kinetikus
elmélettel történo˝ kompatibilitás követelményével lehet különbséget tenni.
KÖSZÖNETMONDÁS
Fülöp Tamásnak, aki mindig mondta, hogy van abszolút energia. Ugyan végül nem
kotenzornak tu˝nik, de még az sincs kizárva.
A munkát az OTKA K81161 és K104260 pályázatai támogatták.
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